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Presentazione

Negli ultimi decenni di questo secolo i rapporti della logica con le scienze dell'informazione sono andati
sempre pin assomigliando ai rapporti tra analisi matematica e scienze fisiche nel secolo scorso.

Il crescente ruolo dell'analisi ebbe conseguenze importanti anche dal punto di vista didattico: per
esempio per quanto riguarda l'insegnamento dei numeri reali e del calcolo differenziale, che furono innestati
in una millenaria tradizione didattica di stampo euclideo, pur essendo estranei alla concezione matematica
greca.

Passando dal calcolo differenziale al calculus ratiocinator, le realta della logica contemporanea si
chiamano:  linguaggio formale, sintassi e semantica, regola deduttiva, conseguenza, completezza ¢
incompletezza, enumerabilita e indecidibilita, algoritmo, macchina di Turing universale, passo di calcolo,
complessita. Alcune delle applicazioni si chiamano:verifica di software e hardware, programmazione logica,
deduzione automatizzata, rappresentazione della conoscenza imprecisa e suo controllo mediante logiche aventi
molti valori di verita.

Dei concetti logici fondamentali parlano queste pagine, rivolgendosi a Docenti della Scuola Secondaria.

Non ¢ facile dire se il contributo maggiore alla realizzazione del testo finale sia stato dato da insegnanti
oppure da logici professionisti. Sicuramente l'interazione positiva tra queste componenti, iniziata in un primo
incontro a Lecce (22-26 novembre 1993) e proseguita in un successivo incontro a Otranto (21-23 aprile
1994), ¢ stata determinante.

Questi incontri sono parte di un progetto di aggiornamento che la Direzione Generale dell'lstruzione
Classica, Scientifica e Magistrale sta portando avanti da alcuni anni al fine di fornire un’adeguata
preparazione ai docenti di matematica sulle molteplici tematiche innovative che, seppure in via sperimentale,
fanno parte dei programmi di insegnamento.

Il corso di Lecce e Otranto, previsto dal Decreto Ministeriale 25 novembre 1992, ¢ frutto di una felice
collaborazione tra la Direzione Generale dell'Istruzione Classica, Scientifica e Magistrale e dell’ AILA,
Associazione Italiana di Logica e sue Applicazioni. Alla buona riuscita del corso ha contribuito I’ efficienza
del Preside Vito Papa del Liceo Ginnasio "Francesca Capece" di Maglie e dei suoi collaboratori.

Al corso hanno partecipato 50 docenti di scuole di tutto il territorio nazionale. Essi rappresentano un
numero estremamente esiguo rispetto ai moltissimi che insegnano matematica e che amano insegnarla bene.

Il libro vuole percio essere un piccolo supporto per altri docenti che vogliono sapere pin logica e per
quanti desiderano realizzare momenti di formazione sul tema. Alla sua realizzazione ha dato un contributo
fingnziario anche I'IRRSAE Puglia, a cui va la nostra gratitudine. Alla sua unita di stile di stampa hanno
contribuito, con molte ore di sapiente lavoro al computer, il signor Andrea Antonini, il dottor Carlo
Mereghetti, del Dottorato in Informatica del Dipartimento di Scienze dell'Informazione dell'Universita di
Milano e il professor Ugo Solitro dello stesso Dipartimento.

Al lettore che, in prima lettura, trovasse difficolta in certi capitoli chiediamo la benevola considerazione
del fatto che:

(1) La lvgica dei predicati fu introdotta nella seconda meta del secolo scorso, i teoremi di completezza e
incompletezza di Godel, la macchina di Turing risalgono agli anni trenta di questo secolo. Taluni risultati
fondamentali di cui parla questo testo non hanno pii di vent'anni di vita. E’ dunque comprensibile che, a
differenza di quanto avvenuto per le nozioni di spazio e numero, che hanno avuto due o tre millenni di
levigatura su banchi, cattedre e lavagne, non si sia ancora consolidata una tradizione didattica per la logica.

(ii)  E dunque, il testo naturalmente si presta a molti diversi percorsi di lettura: molti capitoli sono
indipendenti tra di loro, molti non richiedono prerequisiti. Ai lettori attenti non sfuggird poi l' eterogeneita
delle provenienze culturali e professionali di coloro che hanno contribuito al testo; né passera inosservata lu
varieta di generi letterari di queste pagine: la conferenza, la lezione introduttiva, la lezione non introduttiva,
il syllabus-eserciziario, il reportage di un viaggio didattico, la rassegna stampa.

Per una volta, non tutto il testo va letto con carta e penna, non tutti gli esercizi assegnati vanno svolti.
E in effetti, questa ricchezza espressiva é la migliore testimonianza che i giochi non sono ancora stati faiti per
la logica e il suo insegnamento; e che, per una buona didattica della logica formale, nulla é pitv illogico del
formalismo didascalico.

LUCIA CIARRAPICO : DANIELE MUNDICI
Ispettrice Presidente dell'Associazione
Ministero della Pubblica Istruzione Italiana di Logica e sue Applicazioni
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PARTE PRIMA

Lezioni introduttive
con Complementi
ed Esercizi



Insiemi finiti e infiniti

DARIO PALLADINO
Dipartimento di Filosofia
Universita di Genova
via Balbi 4
16126, Genova

1. Premessa
La creazione della teoria degli insiemi ad opera di Georg Cantor (1845-1910) va considerata
uno degli eventi pill importanti della storia del pensiero matematico; essa, oltre ad essere stata
I'origine di una imponente sequenza di risultati tecnici, ha comportato, unitamente
all’evoluzione del metodo assiomatico, la vera € propria svolta concettuale che consente di
contraddistinguere la matematica del nostro secolo da quella delle epoche precedenti. Essa
puo essere fatta risalire ai lavori che Cantor pubblicd a partire dal 1872 - in una memoria del
1873 sono presentate le definizioni del concetto di potenza (cardinalitd) di un insieme e di
insieme numerabile - e soprattutto alla serie di articoli dallo stesso titolo (Uber unendliche,
lineare Punktmannigfaltigkeiten) comparsi fra il 1879 e il 1884 sui Mathematische Annalen.
La teoria cantoriana non ha né in sé, né nelle intenzioni dell’autore, quel sighiﬁcato
fondazionale che & venuta assumendo a partire dall’inizio del nostro secolo, ma scaturi
piuttosto dalle ricerche del matematico tedesco nel campo dell’analisi infinitesimale. Infatti,
lo studio della rappresentazione delle funzioni in serie trigonometriche condusse Cantor. a
considerare insiemi infiniti di punti della retta e del piano e ad avvertire ’esigenza di
estendere ad insiemi arbitrari i concetti di grandezza e di “numero”; in tal modo, attraverso

generalizzazioni molto ardite per quei tempi!, pervenne ai concetti di numero cardinale e

! Le idee di Cantor hanno stentato ad affermarsi: uno dei caratteri distintivi della nuova “mentalita insiemistica”,

vale a dire ’accettazione dell’infinito attuale, si veniva a scontrare non solo con le potentl correnti costruttiviste
fiorenti in Germania nella seconda meta del secolo scorso (molte incomprensioni bloccarono la carriera
accademica di Cantor ed ebbero effetti devastanti sulla sua salute mentale), ma anche con la secolare diffidenza
verso l'infinito che aveva attraversato tutta la storia del pensiero occidentale. L’accettazione delle ~
generalizzazioni cantoriane (in verita spesso accompagnate da considerazioni metafisiche e teologiche di scarsa
presa presso il mondo matematico) si & lentamente realizzata quando queste hanno prodotto risultati che



ordinale e alla classificazione degli insiemi infiniti. In sintesi, si pud affermare che con
Cantor I'infinito attuale ¢ divenuto oggetto di studio matematico, dato che gli insiemi infiniti,
venendo assoggettati all’aritmetica del transfinito, sono entrati nel dominio della matematica

tradizionalmente intesa come scienza della quantita e del contare.

L’aspetto “fondazionale” della teoria degli insiemi si & manifestato quando ci si & resi.

conto che tutti i principali concetti che intervengono nello sviluppo delle teorie matematiche
(funzione, proprieta, relazione, numero, struttura, ecc.) possono venire ricondotti a pochissimi
concetti assunti come primitivi (essenzialmente quelli di insieme e di appartenenza ad un
insieme). 11 linguaggio insiemistico, quindi, costituisce uno degli elementi unificanti
dell’intero corpo delle discipline matematiche (e, come si vedra nello sviluppo di questo
corso di lezioni, anche della logica).

Varie sono le ragioni che consigliano di far precedere un corso di logica dall’analisi di
alcune nozioni insiemistiche:

a) 1linguaggi formali con cui si sviluppano i calcoli logici sono insiemi di formule generate
partendo da un insieme di simboli e iterando 1’applicazione di determinate operazioni: lo
studio della sintassi dei calcoli-logici si identifica quindi con quello delle proprieta di
questi insiemi generati ricorsivamente;

b) il significato delle formule della logica viene fissato attraverso una semantica di tipo
insiemistico?;

¢) la teoria dei modelli3, uno dei settori pill importanti della logica matematica, & fondata

sulla teoria degli insiemi e ne costituisce per molti aspetti uno sviluppo.

Queste tematiche saranno tutte adeguatamente trattate nelle prossime lezioni di questo
corso. In questo intervento dapprima riprenderemo in modo schematico i piti elementari
concetti insiemistici, per poi soffermarci pill diffusamente sulla caratterizzazione degli
insiemi finiti e infiniti e sulla gerarchia dei numeri cardinali, evidenziando sia gli aspetti

rilevanti per il seguito, sia quelli aventi un intrinseco interesse didattico?.

avevano importanti ricadute nella teoria delle funzioni di variabile reale e complessa, ossia nel settore da cui
Cantor era partito nelle sue ricerche. .

2 L’elaborazione della semantica modellistica ad opera di Tarski negli anni trenta ha coronato una fase di
ricerche logiche che ha condotto ad una sistemazione dei capitoli centrali della logica matematica rimasta
pressoché inalterata fino ai giorni nostri.

3 Dal punto di vista didattico lo studio della logica assume rilevanza non solo per il suo interesse intrinseco €
come preliminare per I'introduzione dei concetti informatici, ma quando viene finalizzato all’analisi delle teorie
matematiche formalizzate e dei loro modelli.

4 Gli insiemi finiti e infiniti sono citati esplicitamente nei nuovi programmi di matematica per la scuola media
superiore.

2. Definizioni preliminari
Un insieme, parafrasando la definizione originale di Cantor, & una qualsiasi collezioneS di
individui, detti elementi dell’insieme, determinati e distinti della realtd o del pensiero.

Nel seguito indicheremo insiemi generici con lettere maiuscole A, B, C,... ¢ i loro
elementi con lettere minuscole a, b, c,...6.

La relazione che un individuo ha con un insieme di cui & elemento & detta relazione di
appartenenza e si indica con il simbolo €:

a € A significa che a ¢ elemento di A (a appartiene ad A);
a¢ A significa che a non ¢ elemento di A (a non appartiene ad A).

Se due insiemi A ¢ B sono uguali allora hanno gli stessi elementi; si assume anche il

viceversa, ossia che due insiemi sono uguali se hanno gli stessi elementi, quindi:
A=B se e solo se perognix,x € Aseesolosex e B.

Negli insiemi, quindi, non contano I’ordine degli elementi né le eventuali ripetizioni -
di elementi. La relazione di uguaglianza & riflessiva, simmeirica e transitiva.

Per descrivere un insieme finito di solito si elencano gli elementi racchiudendoli fra
parentesi graffe. Ad esempio:

A={aei,0,u} B=1{0,2,4,6,8}

-

Questa tecnica si adopera anche per insiemi infiniti quando & chiaro come si possono
determinare tutti gli elementi dell’insieme:

C={1,3,57,9,11,..}  D={1,2,4,8,16,32,..)

Una seconda possibilita & quella di indicare una proprieta P(x) che caratterizza gli
elementi dell’insieme; in tal caso si usa la notazione {x : P(x)}. Negli esempi precedenti:

5 Questa definizione & palesemente. circolare (collezione, famiglia, aggregato, ecc. sono sinonimi di insieme).
Nell’ambito della teoria degli insiemi il concetto di insieme & assunto come primitivo. La nostra esposizione non
¢ condotta con metodo assiomatico, ma sviluppata in modo intuitivo: 1’assiomatizzazione della teoria degli
insiemi & posteriore alla trattazione cantoriana e si intreccia con la problematica delle antinomie (sulla quale in
questa sede preferiamo sorvolare). Rinviamo il lettore interessato a una esposizione della teoria assiomatica
degli insiemi = e-a un approfondimento delle tematiche affrontate in questa lezione a G. Lolli, Dagli insiemi ai
numeri, Boringhieri, Torino, 1994, . ’ -

6 Nonostante questa differenza notazionale, non vi & alcuna particolare differenza concettuale tra insiemi ed
elementi, in quanto gli elementi di un insieme possono a loro volta essere insiemi ¢ gli insiemi essere elementi
di altri insiemi. Ad esempio, un certo triangolo & elemento dell’insieme dei poligoni del piano, ma pud anche
essere visto come insieme di punti di un piano. Un segmento & un insieme-di punti, ma pud essere elemento

. dell’insieme dei tratti di una spezzata, la quale, a sua volta, pud essere considerata elemento dell’insieme delle

spezzate del piano.



A = {x: x & vocale dell’alfabeto)

B = {x : x & numero naturale pari minore di 10}
C = {x : x ¢ numero naturale dispari}

D = {x : x & numero naturale potenza di 2}

Vi & un unico insieme, detto insieme vuoto, che non ha ekmenti e che si indica con @.
Dati due insiemi A e B, si dice che A ¢ sottoinsieme di B (& contenuto in B), in
simboli, A c B, se e solo se ogni elemento di A & anche elemento di B:

AcB. . seesolose perognix, se x € A, allorax e B.

c ¢ detta anche relazione di inclusione tra insiemi, ed & riflessiva, transitiva ed
antisimmetrica (se A c B e B c A, allora A = B).

Si ha inoltre che, perogni A, Ac Ae @ c A. :

Le usuali operazioni insiemistiche di unione (L), intersezione (N) e differenza (—) si

definiscono come segue:

AuUB={x:xe A oppure (vel) xe B}
ANnB={x:xe A e xe B}
A-B={x:xe A e x¢ B}

(se A = B, B — A ¢ detto complementare di A in B e, quando B si pud sottintendere, si indica
anche con —A o con A).

Le operazioni di unione e di intersezione si estendono facilmente anche a pid insiemi:
I’unione di una collezione di piti insiemi ¢ I’insieme formato dagli elementi che appartengono
ad almeno un insieme della collezione, mentre ’intersezione di una collezione di insiemi ¢
formata dagli elementi che appartengono a tutti gli insiemi della collezione stessa.

Le proprieta algebriche delle operazioni insiemistiche sono molteplici. Richiamiamo
prima quelle che caratterizzano la struttura di algebra di Boole. In un insieme non vuoto U, se

A, B e C sono sottoinsiemi qualsiasi di U, si ha:

AuUB=BUA

AnNnB=BnMmA
ANBUC=(ANB)U(ANC) (proprieta distributiva di M su L)

AUBNCO)=(AuUuB)N(AuUC) (proprieta distributiva di U su M)

Aug=A AnNnU=A

AUu(A)=U An(A)=0; .

(proprieta commutativa di U)

~(proprieta commutativa di M)

-
a queste si possono ricondurre tutte le altre, tra le quali:

AuBuUO=AuBYuUC
AnBnNnC=(AnB)nC
ANnAuUB)=A
AUAnB)=A

(proprieta associativa di U)
(proprieta associativa di M)
(legge di assorbimento)
(legge di assorbimento)

AUA=A (legge di idempotenza)
AnNnA=A (legge di idempotenza)
Ang=g ALU=U -(-A)=A '

A UB=—((-A)n (-B)) (legge di De Morgan)
ANB=—((-A)uU(-B)) (legge di De Morgan)

3. Insieme potenza e proprieta
Dato un insieme A, indichiamo con P(A) I’insieme potenza o insieme delle parti di A, ossia
I’insieme dei sottoinsiemi di A:

P(A)={x:xcA}

Il nome deriva dal fatto che, se A contiene n elementi, allora P(A) contiene 2"
elementi.
Ad esempio:

se A = {a, b}, allora P(A) = {@, {a}, {b}, {a,b}};
se A= {a, b, c}, allora P(A) = {@, {a}, {b}, {c},{a, b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}".

L’insieme potenzd riveste un ruolo fondamentale sia in teoria degli insiemi - come
vedremo pill avafifi - sia in logica.

Nella semantica tarskiana si adotta 1’atteggiamento estensionale, vale a dire si
identificano le proprieta in un certo insieme A con i sottoinsiemi di A. Chiariamo questo
importante aspetto con un esempio.

SiaA={1,3,4,5,7,8,12, 15, 17, 20}.

Intuitivamente parlando, corrispondono a proprieta in A espressioni linguistiche che
indicano attributi degli elementi di A, quali ad esempio, “essere pari”, “essere dispari”,

“essere multiplo di 4”, “essere primo”, “essere minore di 10”, ecc. Pill precisamente si pud

dire che una proprieta & indicata da una espressione linguistica contenente una variabile

7 Si osservi che tra gli elementi di P(A) figurano sempre @ e A e tutti i singoletti, ossia tutti i sottoinsiemi
costituiti da un solo elemento di A. Occorre tener distinto 1'elemento a e {a} che & Pinsieme che ha a come
unico elemento:

ae Aseesolose {a} = A seesolose {a} € P(A).



individuale che diviene vera o falsa - che diviene una proposizione - quando la variabile &

(T INTI

sostituita con il nome di un individuo; nell’esempio, “x & pari”, “x & dispari”, “x & multiplo di
47, “x & primo”, “x ¢ minore di 10”, e cosl via. Secondo il punto di vista estensionale si
identifica la proprieta in A con il sottoinsieme di A costituito dagli elementi che verificano la

proprieta stessa:

“essere pari” = {4, 8, 12, 20}

“essere dispari” = {1, 3, 5,7, 15, 17}
“essere multiplo di 4” = {4, 8, 12, 20}8
“essere primo” = {3, 5,7, 17};

“essere minore di 10” = {1, 3,4, 5,7, 8}

. Si assume inoltre che valga anche il viceversa, ossia che ogni sottoinsieme di A sia
una proprieta in A (indipendentemente dall’aver associato ad esso una espressione linguistica
del tipo ora considerato). Cosi, ad esempio, anche {1, 3, 7, 18} e {4, 7, 8, 15, 17} sono
proprieta in A. In definitiva: ’

proprieta in A = sottoinsieme di A = e¢lemento di P(A)
e quindi P(A) é l'insieme delle proprietd in AS.

4. Prodotto cartesiano e relazioni
Dati due individui aeb, ’insieme {a, b} i cui elementi sono a e b &detto,se a#b,
coppia non ordinata di a ¢ b (come si ¢ gia osservato, {a, b} = {b, a}). Se a = b allora
evidentemente {a,b} ={a} = {b}.

Se si vuole evidenziare 1’ordine con cui si succedono i due elementi, ossia precisare
che a precede b, si introduce la coppia ordinata (a, b), in cui a & il primo elemento € b il
secondo elemento della coppia (e quindi, in generale, (a, b) = (b, a))10.

8 si pud osservare che “essere pari” e “essere multiplo di 4” sono proprietd diverse come significato intuitivo -
dal punto di vista intensionale - ma, in A, determinano lo stesso sottoinsieme e, quindi, sono estensionalmente
coincidenti.
o1 punto di vista adottato ha il vantaggio di caratterizzare il concetto intuitivo di proprieta, precisandolo con
una definizione esplicita e consentendo di applicare alle proprieta le operazioni insiemistiche. D’altra parte, esso
crea un distacco fra le potenzialita espressive del linguaggio e le proprieta che, alla luce di quanto vedremo pilt
avanti, ¢ alla radice di molti dei risultati pilt significativi della logica matematica.
10 Nelle trattazioni pit approfondite il concétto di coppia ordinata non viene assunto come primitivo, ma viene
definito ponendo, ad esempio:

(a,b) = {{a}, {a, b}}.
Si dimostra che in base a tale definizione vale la proprieta:

(a,b)=(c,d)seesolosea=ceb=d,
che caratterizza appunto le coppie ordinate.

Dati due insiemi A e B, si dice prodotto cartesiano di A e di B, e si indica con A
x B, I'insieme delle coppie ordinate aventi primo-elemento in A e secondo elemento in B:

AxXxB={(x,y):xe Aeye B}

In particolare, A X A o A% & I'insieme delle coppie ordinate aventi primo e secondo
elemento in A.

In analogia a quanto esposto nel paragrafo precedente a proposito delle propriet, si
adotta un corrispettivo atteggiamento a proposito delle relazioni. Una relazione a due
argomenti (binaria) in A ¢ indicata con una espressione linguistica contenente due variabili
individuali che diviene vera o falsa quando le due variabili sono sostituite con i nomi di due
elementi (non necessariamente distinti) di A.

Ad esempio, se A = {3,4,6,7,9, 12}, corrispondono a relazioni in A “x & minore di
y”, “x & primo con y”, “x ¢ multiplo ma non sottomultiplo di y”, ecc. Adottando
Patteggiamento estensionale si identifica la r la/zione con Pinsieme delle coppie che la

soddisfano:

“essere minore di” = {(3,4), (3,6), (3,7), (3,9), (3,12), (4,6), (4,7), (4,9), (4,12), (6,7),
(6,9), (6,12), (7,9), (7,12), (9,12)} '

“essere primo con” = {(3,4), (4,3), (3,7), (7.3), 4,7), (7.4, (4,9), (9,4, (6,7),
(7,6), (7,9), (9,7, (7,12), (12,7}

“essere multiplo ma non sottomultiplo di” = {(6,3), (9,3), (12,3), (12,4), (12,6)}

La relazione in A si identifica quindi con un sottoinsieme del prodotto cartesiano A2

Anzi, si definisce relazione binaria in A un qualsiasi sottoinsieme di A%
. . . . . . . 2 .
relazione (binaria) in A = sottoinsieme di A* = elemento di P(Az).

Con considerazioni analoghe si arriva ad identificare una relazione tra due insiemi A ¢ B con
un sottoinsieme del prodotto cartesiano A X B.
Quanto finora esposto si pud facilmente generalizzare.

Il concetto di terna ordinata di tre elementi a, b e ¢ si pud ricondurre a quello di

coppia:
(a,b,¢c)=((a, b), ¢),
quello di quaterna ordinata a quello di terna e coppiaf

(a,b.c,d)=((a, b, c), d)



e, procedendo induttivamente, si perviene al concetto di n-pla ordinata (2, 8y an‘) din
individui aj, . Ay

Cosi A? & I’insieme delle terne ordinate di elementi di A, A* & I’insieme delle
quaterne ordinate di elementi di A,..., A" & I’insieme delle n-ple ordinate di elementi di A;
una relazione a tre argomenti in A & un qualsiasi sottoinsieme di A®, una relazione a quattro
argomenti un qualsiasi sottoinsieme di A*,..., una relazione a n argomenti un qualsiasi
sottoinsieme di A”.

5. Funzioni e operazioni
Dati due insiemi A e B, si dice funzione di dominio A e codominio B un qualsiasi
sottoinsieme f di A XB avente la seguente proprieta:

per ogni a € A esiste uno ed un solo b € B tale che (a, b) f.

Anziché (a, b) € {si puod scrivere, conformemente all’uso comune in matematica, f(a)
=b e, per indicare che f & una funzione da A a B, si usa sovente la notazione f:A—B.

Si pud anche dire che una funzione associa ad ogni elemento di A uno e un solo
elemento di B. Dunque, per ogni a € A abbiamo:

(a) esisteun b € B tale che (a, b) € f, ed inoltre,
(b) se (a,b)ef e (a,c)ef, allorab=c !l

Ad esempio, se A={3,5,6,7} e B={4,8,9, 10, 12}, sono funzioni da A a B:

f=1{3.8),(5.9). (6,9, (7.4)}
' = {(5,10), (3,12), (7.9), (6.4)}

mentre non sono funzioni da A a B:

p= {(3.4),(5.6), (6,12)}12
p' = {(3.8).(5.9), (5,10), (6,12), (7,12)}13

SeC=1{4,6,8,10,12} e D= {3, 5,7, 10} sono funzioni da C a D:

1 Intuitivamente “una funzione & una legge che associa...”. In analogia a quanto visto a proposito delle
proprieta e delle relazioni, nella nostra definizione la funzione & identificata con ’insicme delle coppic
soddisfacenti tale “legge”, (il grafico della funzione-legge). Prescindendo dalla nozionc imprecisa di “legge”.
nella teoria degli insiemi una funzione f:A—B & semplicemente un sottoinsieme di *A x B avente le propricta (a)
e (b).

12 vale la condizione (b) ma non la (a). Si usa dire che p & una funzionc parziale, avente dominio il
sottoinsieme {3, 5, 6} di A.

13 Le coppie (5,9) ¢ (5,10) appartenenti alla relazione binaria p’ hanno la stessa ascissa 5 ma diverse ordinate,
contraddicendo la condizione (b). : :
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g = {(4.3), (12,10), (8,10), (10,5), (6,10)}
g’ ={(4,3), (6,7), (8,5), (10,10), (12,3)}

SeE={2,4,6,8,10,12} e F= {6, 8, 12, 14, 18, 20} sono funzioni da E a F:

h = {(2,20), (4,14), (6,12), (8,6), (10,18), (12,8)}
b’ = {(2,6), (4.,8), (6,8), (8.,8), (12,20), (10,12)}

Si dice che una funzione f:A—B ¢ suriettiva se e solo se, per ogni b € B, esiste a
€ A tale che (a, b) € f (ossia, f(a) = b). Sono suriettive le funzioni g’ e h degli esempi
precedenti. Se gli insiemi A e B sono finiti e il numero di elementi di B & maggiore di quello
degli elementi di A, allora non puo esistere alcuna funzione suriettiva da A a B.

Si dice che una funzione f:A—B ¢€ iniettiva se e solo se, per ogni a,a’ € A, se
(a,b)e fe(a’,b) e £, alloraa=2a’ (sea=a’,allora f(a) = f(a’)), ossia ad elementi distinti di
A corrispondono elementi distinti di B/ Sono iniettive le funzioni f* ¢ h degli esempi
precedenti. Se gli insiemi A ¢ B sono finiti e il numero di elementi di A & maggiore del
numero di elementi di B, allora non puo esservi alcuna funzione iniettiva da A in B.

Le funzioni che sono sia iniettive che suriettive sono dette biiettive o corrispondenze
biunivoche. E’ biiettiva la funzione h degli esempi precedenti. Se A e B sono finiti esiste una
corrispondenza biunivoca fra essi se e solo\se essi hanno lo stesso numero di elementil4.

Accanto alle funzioni ad un argomento si possono considerare anche funzioni a piu
argomenti: spesso una funzione a due argomenti & denotata f:A’—>B, e una funzione a n
argomenti & denotata g:A"—B. Nel caso in cui B coincide con A, f & detta essere

un'operazione binaria su A, e g un' operazione an argomenti su A.

6. Finito e infinito

Per illustrare meglio uno degli aspetti pili rilevanti della teoria degli insiemi apriamo una
breve parentesi. Senza entrare nel dettaglio delle ragioni che gia a partire dalla cultura greca
hanno favorito I’accettazione dell’infinito in matematica solo nella sua accezione potenziale -
sostanzialmente secondo i canoni pilt volte espressi da Aristotele - si pud ricordare che il
rifiuto della concezione attuale dell’infinito era dovuto, almeno in grande misura, alle
difficolta evidenziate dall’insorgere di vari “paradossi dell’infinito” che gia a partire da
Zenone di Elea hanno sollevato interrogativi ai quali non era facile trovare risposte
soddisfacenti.- Ad esempio, consegue dall’esistenza di segmenti-incommensurabili, quali la

diagonale ¢ il lato del quadrato o il lato e ’altezza di un triangolo equilatero, dimostrata gia

14 Questa considerazione & alla base della teoria dei numeri cardinali ¢ della definizione insiemistica dei numeri
naturali alle quali accenneremo nel prossimo paragrafo.
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dalla scuola pitagorica, che i segmenti contengono infiniti puntil3. Allora, dati due segmenti
disuguali, da un lato bisognera affermare che un’infinita di punti (quella del segmento pil
corto) ¢ minore dell’altra infinita di punti, ma, d’altro lato, mediante una semplice proiezione
centrale, & possibile porre in cbrrispondenza biunivoca i punti dei due segmenti, per cui
sembra doversi concludere che le due infinita di punti si equivalgono. E’ ben noto I’esempio
di Galileo relativo agli insiemi dei numeri naturali ¢ dei loro quadrati: da un lato essi si
equivalgono (poiché ogni numero ha uno ed un solo quadrato), dall’altro i numeri quadrati
perfetti costituiscono un sottoinsieme proprio dell’insieme dei numeri naturali (anzi, i numeri
quadrati vanno sempre pit diradandosi nella sequenza dei numeri naturali)!®.

Anche coloro i quali non hanno assunto un atteggiamento di rifiuto dell’infinito
attuale, hanno tuttavia identificato I’infinito come un’entita assoluta, alla quale non ci si pud
rivolgere con consapevolezza a causa dei limiti della ragione umana, e nella cui analisi non si
possono far intervenire le categorie con le quali si opera nell’ambito del finito. Cantor,
invece, ¢ riuscito ad individuare le tecniche mediante le quali “dominare” gli insiemi infiniti,
assoggettandoli a relazioni d’ordine e ad una articolata aritmetica.

Lo strumento principale & quello della corrispondenza biunivoca: se tra due insiemi A
¢ B esiste una corrispondenza biunivoca, i due insiemi sono detti equipotenti (e si scrive A =
B) e ad essi viene attribuito, per definizione, lo stesso numero cardinale (se A = B, allora
Card A = Card B); se si pu0 istituire una corrispondenza iniettiva da A in B - ossia immergere
Ain B -, allora il numero cardinale di A & minore o uguale di quellodi B (se A=B’ c
B, allora Card A < Card B).

’idea quindi & quella di individuare dei rappresentanti canonici (numeri cardinali) in
modo che a ciascun insieme sia associato uno ed un solo numero cardinale che, per cosi dire,
e “misura la grandezza”. Restando a livello intuitivo, si pud identificare il numero cardinale

di un insieme A con la collezione degli insiemi equipotent: ad Al7. Se si pone:

0=Card @

1'= Card {0}

2 =Card {0, 1}
3=Card {0, 1,2}

15 Se i segmenti contenessero un numero finito ancorché enorme di punti, il punto sarebbe sottomultiplo
comune di tutti 1 segmenti, e non potrebbero esistere segmenti incommensurabili. ’

16 E* interessante la risposta che Galileo offre all’insorgere di questo paradosso: “Queste son di quelle difficolta
che derivano dal discorrere che noi facciamo col nostro intelletto finito intorno a gl’infiniti, dandogli quegli
attributi che noi diamo alle cose finite e terminate, il che penso sia inconveniente perché stimo che questi
attributi di maggioranza, minorita ed eguaglianza non convenghino agl’infiniti, de i quali non si pud dire, uno
esser maggiore o minore o eguale all’altro” (G. Galilei, Ediz. Naz., Vol. VIII, pp. 77-78).

17 Essendo = una relazione di equivalenza tra insiemi, i numeri cardinali risultano le classi di equivalenza
rispetto ad essa: Nelle trattazioni pil rigorose, condotte per evitare le antinomie, si sceglie in ciascuna classe di

. equivalenza un “rappresentante” che viene assunto come “numero cardinale” di tutti gli insiemi della classe.
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e, in generale:
n+1 = Card {0, 1,...,n}

si ottiene induttivamente la definizione insiemistica dei numeri naturali.

In teoria degli‘ insiemi si ammette I’esistenza dell’insieme N dei numeri naturali
(assioma dell’infinito), i.e. si accetta I’infinito attuale. Una volta introdotti i numeri naturali,
si -pu(‘) definire finito un insieme equipotente a un numero naturale (e, quindi, infinito un
insieme che non pud essere posto in corrispondenza biunivoca con alcun numero naturale).

D’altra parte, seguendo Dedekind, si possono caratterizzare gli insiemi infiniti come
quelli che possono essere posti in corrispondenza biunivoca con una loro parte propria,
facendo cosi divenire una definizione quella che, come si & accennato, & stata considerata per
secoli una caratteristica paradossale che rendeva razionalmente impraticabile 1’infinito.

In questa ottica un insieme ¢ finito se e/60lo se non pud essere posto in corrispondenza
biunivoca con una sua parte proprials.

L’insieme N dei numeri naturali ¢ infinito secondo entrambe le accezioni menzionate
in precedenza in quanto equipotente a una sua parte propria (esempio di Galileo) e non
equipotente ad alcun numero naturale!®. Il syo numero cardinale si indica solitamente con Xo

(aleph con zero).

7. Insiemi numerabili
Si dicono numerabili gli insiemi aventi numero cardinale Xo, ossia che possono essere posti

in corrispondenza biunivoca con I’insieme N dei numeri naturali.
-

18 Queste due diverse caratterizzazioni degli insiemi finiti e infiniti sono equivalenti se si assume un principio
(detto assioma di scelta) sulla cui accettazione si sono accese numerose discussioni, ma che riveste un ruolo
fondamentale per lo sviluppo della matematica dell’infinito (e anche della logica matematica). Esso afferma, in
una delle sue numerose formulazioni equivalenti, che, data una collezione qualsiasi di insiemi non vuoti a due a
due disgiunti (con intersezione vuota), esiste un insieme, detto insieme di scelta, che ha in comune uno ed un
solo elemento con ciascun insieme della collezione. Un altro modo di formulare 1’assioma di scelta consiste
nell’affermare che esiste una funzione di scelta su P(A), vale a dire una funzione f che a ciascun sottoinsieme
non vuoto X di A (A insieme non vuoto) associa un elemento del sottoinsieme stesso, ossia tale che f(X) € X.
19 Dato un insieme infinito secondo Dedekind, esso non pud essere equipotente a un numero naturale, altrimenti
anche quest’ultimo risulterebbe equipotente a una sua parte, cosa che si dimostra essere impossibile. Per
dimostrare I’implicazione inversa occorre impiegare ’assioma di scelta (cfr. la nota precedente). Sia A un
insieme non équipotente a un numiero naturale. Si sceglie un elemento x,, in A, poi un elemento x, in A — {x,},
poi un elemento x, in A — {x, x,}, e cosi via, sfruttando una funzione di scelta in P(A). Si costruisce in tal modo
una successione X = {X, X,, X,, X,,...} di elementi di A; tale processo, infatti, non si arresta poiché, ad ogni
stadio, A — {x,, X,..., X} non & vuoto (se fosse A — {x,, x,,..., X} = &, allora A = {x, X,..., X} € A sarebbe
equipotente ad un numero naturale) e la funzione di scelta individua il successivo elemento della successione.
Si ha allora che la funzione f che lascia fissi gli elementi di A — X e associa ad ogni elemento di X i} suo
successivo (f(x,) = x,,,) & una corrispondenza biunivoca fra A e la sua parte propria A — {x,}. Quindi, un
insieme non equipotente a un numero naturale & equipotente a una sua parte propria. -

Il ragionamento qui proposto consente anche di concludere che, conformemente all’intuizione,
I’insieme dei numeri naturali & P’insieme infinito “pit piccolo”, ¢ il suo numero cardinale il minimo cardinale
transfinito.
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Se A ¢ un insieme numerabile e f una corrispondenza biunivoca f : N — A, ponendo
f(0) = ay, f(1) =a;, f(2) = ay,..., f(n) = a,..., dato che f & biiettiva, si ha:

A= {a0,>a1, Qs By},

ossia gli elementi di A possono essere posti in una successione infinita senza ripetizioni (e
viceversa, se gli elementi di un insieme possono essere posti in una successione infinita senza
ripetizioni, allora I’insieme & humerabile). Si constata allora facilmente che sono numerabili
I'insieme dei numeri pari, dei numeri dispari, dei numeri primi (e, in generale, un
sottoi/nsie/m: infinito di un insieme numerabile & numerabile), come pure 1’insieme Z dei
numéri interi che si pud scrivere {0, +1, -1, 42, -2, +3,-3,...}.

Sia ora Ags Ay, A, A_,.\. una successione infinita senza ripetizioni di insiemi
numerabili ¢ poniamo in successione gli elementi di ciascuno di essi indicando con ap il
k-esimo elemento dell’insieme A :

Ay agp 3gps Agp, A, Agge
A 210 8115 812 4135 Aggseee
Ay 2y 8y, By, A3, Ay
Az 33083, g, g3, gy,

Gli elementi che figurano in questo quadro doppiamente infinito (verso destra e verso
il basso) possono essere disposti in un’unica successione mettendo prima gli elementi con
minore somma degli indici e, a parita di-somma degli indici, mettendo prima quello con
primo indice minore:

200> 201> 210° A02> 211> B30 303 312> Q10 B30 B04r 3130 B B35 Bggp gy A1y Bz By

L’unione di tutti gli insiemi della successione, essendo un sottoinsieme infinito di
quest’ultima successione, & numerabile: '

lunione di una collezione numerabile di insiemi numerabili & un insieme numerabile.

Analogamente si vede che il prodotto cartesiano di due insiemi numerabili & ancora
un insieme numerabile. Infatti, se i due insiemi sono:
A={ay, ay, a,,.., a,..} B ={by, by, b,,..., by, }
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si puo scrivere il prodotto cartesiano A X B come un quadro doppiamente infinito analogo al
precedente in cui al posto di a figura la coppia ordinata (ay,, by).

~

Pertanto, & numerabile ’insieme delle frazioni (essendo 1’unione dell’insieme
numerabile delle frazioni di denominatore 1, di quello delle frazioni di denominatore 2, di
quello delle frazioni di denominatore 3, ecc.) e, quindi, & numerabile I’insieme dei numeri

razionali.

Sia S I’insieme delle successioni infinite dei numeri 0 e 1 che, da un certo punto in

poi, sono costituite da tutti 0. Sono elementi di S, ad esempio:

$;=10,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,...
$,=0,1,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0, ...

Dimostriamo che [’insieme S é numerabile individuando una funzione f:S—N che sia
biiettiva. ’
Un generico elemento s di S si puo scrivere:

§=bg, by, byyenns b

e
doveciascun by € 0 o 1 ed¢ costantemente eguale a 0 da un certo punto in poi.

Poniamo f(s) = 2 by, .2h (la somma contiene un numero finito di addendi).
h =0
Ngi due esempi precedenti risulta:

f(s)) =120+ 122+ 122 + 125 + 125+ 127 + 127 = 749
fis,) =121 + 122+ 12 + 126 + 128 + 1-2° = 846

Si vede facilmente che a successioni diverse corrispondono numeri naturali diversi, per cui f &
iniettiva. Per vedere che f ¢ suriettiva basta osservare che, dato un qualsiasi numero naturale
n, esprimendolo in forma binaria, ponendo s la successione delle cifre in rappresentazione
binaria di n in ordine inverso seguita da infiniti 0, allora f(s) = n.

Ad esempio:

se n =270, alloran = 100001110es=0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,...
'sen=92;alloran=1011100es=0,0,1,1,1,0,1,0,0,0,0, 0,...
sen =35, alloran=100011es=1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,...

N

L’insieme S ora considerato & in corrispondenza biunivoca con l’insieme dei

sottoinsiemi finiti dell’insieme dei numeri naturali: basta considerare la funzione f che ad
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ogni sottoinsieme finito A di N associa la successione s di 0 € 1 che ha gli 1 in
corrispondenza dei posti degli elementi che appartengono al sottoinsieme, vale a dire: s, = 1

seesolosene A.

Ad esempio:

se B={2,4, 10,11, 13}, alloraf(B)=0,0, 1,0,1,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0, 0,...
seC={1,3,5,7,9, 11}, alloraf(C)=0, 1,0, 1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,...

Trattandosi di sottoinsiemi finiti, ad -ogni sottoinsieme finito & associata una
successione di 0 e 1 che contiene tutti 0 da un certo punto in poi. Si riconosce subito che f &

una corrispondenza biunivoca e, quindi, 'insieme dei sottoinsiemi finiti di N é numerabile.

a

Sia ora K I’insieme di tutte le n-ple di numeri naturali, per n =1,2,3,....
Sono elementi di K, ad esempio, (2, 4, 5), (3, 4,0, 2), (7, 1,2,0, 2, 1).
Dimostriamo che !’insieme K é numerabile.
Ad ogni numero naturale n associamo la sequenza n* costituita da n+1 uno.
Ad esempio:

*=1,1L,1L,1,1,1; 8=1,1,1,1,1,1,1,1,1; O*=1; 1*=1,1; 3*=1,1,1,1

Dato un qualsiasi elemento di K, (ng, 0y, n,,..., Ny ), ad €ss0 associamo la sequenza di O e 1

cosi definita:
f((no, 0y, Ny,..., M)y =0, ng*,0,n,*%,0, n,*,0,..,0,n%0,0,0,0,0,..
Ad esempio:

f((2,4,5)»=0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1, 1,0, 0,0, 0, 0, 0,.... -
£((3,4,0,2)=0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0, 0, 0, 0,...
f((7,1,2,0,2,1)»=0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1, 1,0, 1, 1,0, 0,...

Evidentemente f ¢ una funzione iniettiva da K nell’insieme S prima considerato, per
cui, essendo S numerabile e K in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme infinito di S,
anche K & numerabile.

Dalla numerabilita di K segue subito quella dell’insieme delle equazioni polinomiali a
coefficienti interi e, quindi, dato che ogni siffatta equazione, per il teorema fondamentale
dell’algebra, ha un numero finito di radici, si ottiene facilmente la numerabilita dell’insieme
dei numeri reali (o complessi) algebrici, ossia quei numeri, come la radice di 2, che sono

soluzione di una equazione polinomiale a coefficienti interi. Sempre dalla numerabilita di K
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segue facilmente che & numerabile I'insieme delle formule che sono stringhe finite di simboli
di un alfabeto numerabile20,

8. Insiemi piti che numerabili
Una delle scoperte pill importanti di Cantor & 1’individuazione di insiemi infiniti che hanno
cardinalita maggiore di Xo.

Consideriamo I’insieme S° costituito da tutte le successioni dei numeri O e 1 (senza la
restrizione che da un certo punto in poi siano costituite da tutti 0). '
Dimostriamo che S° é piit che numerabile.

Procediamo per assurdo, supponendo che S° sia numerabile. Si pud porre allora:
S% = {80, 815 Sgseees Spsees}

e nella successione in parentesi devono figurare tutte le possibili successioni di 0 e di 1.
Indicando con sy il k-esimo elemento (che & 0 0 o 1) della successione sy, si pud scrivere:

8o 800+ So1> S02: So3° Sg40+
$ 8100 8112 812> 813 S145--
) 820 8217 8222 8235 8945+
83 8302 831+ 832> 833, 83450

Consideriamo la successione di 0 e 1 costituita dagli elementi della diagonale
principale del quadro doppiamente infinito:

800> S11° 5229 S330+++s Spppee-

Definiamo una nuova successione d = dg. 4y, dy, ds,..., ... ponendo: d,=1-s (bssia
scambiando nella successione precedente ogni 0 con 1 e ogni 1 con 0).

Si constata immediatamente che d & una successione di 0 e 1 diversa da tutte le s : & diversa
da s, almeno per il primo elemento (essendo d; # s,), & diversa da s; almeno per il secondo
clemento (essendo d, #s,;), & diversa da s, almeno per il secondo elemento (essendo

d, #8,,), € cosi via. Ma cid ¢ assurdo poiché nella successione S 81> Sp» S3,... avrebbero

dovuto comparire tutte le successioni di O e 1.

~

20 Nel §4 della prossima lezione introdurremo il linguaggio della logica dei predicati: esso & costituito da un
alfabeto (che ¢ un insieme numerabile di simboli), dai termini e dalle formule ben formate, i quali sono stringhe
finite di simboli dell’alfabeto. Pertanto, I’insieme dei termini ¢ 1’insieme delle formule ben formate sono insiemi
numerabili.
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S° & un esempio di insieme infinito che non si pud porre in corrispondenza biunivoca
con I’insieme N dei numeri naturali e, quindi, ha un numero cardinale maggiore di &q (€ pitt
che numerabile).

Si dimostra facilmente che S° ¢ in corrispondenza biunivoca con I’insieme potenza
P(N) dell’insieme N dei numeri naturali.

Basta considerare la funzione f gia introdotta nel paragrafo precedente che ad ogni
sottoinsieme A di N associa la successione s di O e 1 che ha gli 1 in corrispondenza dei posti
degli elementi che appartengono al sottoinsieme: s, = 1 se e solosen € A.

Trattandosi di sottoinsiemi qualsiasi di N (e non solo di quelli finiti), le successioni

corrispondenti di O e 1 non sono piil costituite da tutti O da un certo punto in poi; e.g.:

seB=1{1,3,5,7,9,11,..},alloraf(B)=0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,...
se C={0, 5, 10, 15,...}, allora f(C) = 1,0,0,0,0, 1,0,0,0,0, 1,0, 0,0, 0, 1, 0, 0,...

Si riconosce facilmente che f & una corrispondenza biunivoca. Quindi:

P(N) ¢ un insieme piii che numerabile e, ricordando quanto si € visto nel §3,

Uinsieme delle proprieta di N ¢ pii che numerabile?!.

a

Si dimostra inoltre che S° & in corrispondenza biunivoca con I’'insieme R dei numeri reali
compresi fra 0 e 1 22, Vi & poi una corrispondenza biunivoca tra ’insieme dei numeri reali
compresi fraO e 1 e ’insiemé R dei numeri reali, ad ésempio quella individuata dalla legge
y =tang 7 (x — 1/2). Quindi:

Dinsieme R dei numeri reali é pit che numerabile.

Un modo geometrico per visualizzare la corrispohdenza fra i numeri reali compresi
fra 0 e 1 e I’insieme R dei numeri reali ¢ il seguente. E’ noto che, fissando su una retta r
un’origine O e un punto unitd U, ad ogni punto.della retta & associato uno ed un solo numero
reale, e viceversa, ossia che vi & una corrispondenza biunivoca tra i numeri reali e i punti di
una retta (e quindi !’insieme dei punti di una retta & pin che numerabile). Consideriamo il
segmento unitario OU, incurviamolo a semicirconferenza di centro C come nella figura
seguente, e consideriamo la corrispondenza tra OU e la retta cosi definita: ad ogni punto P di
OU associamo il punto P’ di r ottenuto intersecando r con la semiretta CP (e ogni punto Q di r

21 Questa considerazione, unita a quanto detto alla fine del §7, evidenzia I’impossibilita-dei linguaggi usuali
(con un insieme numerabile di espressioni) di esprimere tutte le proprieta dei numeri naturali.

22 Basta osservare che, se si usa la base 2, ossia solo le gifre O ¢ 1, ogni numero reale compreso tra 0 ¢ 1 ha'uno
sviluppo decimale infinito che & una successione di S° e, viceversa, ogni successione di S° ¢ lo sviluppo di un
numero reale compreso fra 0 e 1. Si pud sistemare questa corrispondenza in modo che sia biunivoca e, quindi,

I’insieme dei numeri reali compresi tra 0 e 1 & pit che numerabile.
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¢ il corrispondente del punto Q’ della semicirconferenza ottenuto intersecandola con la
semiretta CQ).

P Q

Si vede facilmente che si tratta di una corrispondenza biunivoca e, data 1’ arbitrariety
della scelta dei punti O € U, si pud concludere che vi sono tanti punti su una retta quanti in
ogni suo segmento.

, Pertanto, oltre alla cardinalita del numerabile, vi & la cardinalitd infinita, detta potenza
del continuo, dell’insieme R dei numeri reali, dell’insieme dei punti di una retta, dell’insieme
dei punti di un segmento, dell’insieme P(N), dell’insieme delle proprleta dei numeri naturali.

Molti altri insiemi matematicamente significativi hanno la potenza del continuo.
Poiché si dimostra facilmente che, togliendo da un insieme che ha la potenza dél continuo un
in.sierne finito o numerabile di elementi, si ottiene uin insieme che ha ancora la potenza del
continuo, dato che I’insieme dei numeri razionali & numerabile, ne segue che I’insieme dei
numeri irrazionali ha la potenza del continuo e, dato che I’insieme dei numeri algebrici &
numerabile, ne segue che 1'insieme dei numeri trascendenti ha la potenza del contlnuo Si
dimostra poi che hanno la potenza del continuo I’insieme dei numeri complessi, I’insieme dei
punti del piano e dello spazio (anche a pill dimensioni) e delle figure piane e solide, delle
funzioni continue di variabile reale. ' '

Vediamo, in breve, come si pud stabilire che l'insieme dei punti di un segmento e
Uinsieme dei punti del quadrato costruito su tale segmento sono equipotenti. .

Costruiamo su due lati del quadrato due assi cartesiani e assumiamo il lato come unita
di misura. Vediamo come & possibile definire una corrispondenza biunivoca tra i punti del
quadrato e i punti del segmento OU. Come ¢ ben noto ogni punto P del quadrato &

individuato da due numeri reali, I’ascissa e I’ 'ordinata, che sono le misure dei segmenti OH. e
OK rlspetto a OU
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O H Q U X

Ogni punto P del quadrato individua due numeri reali, 1’ascissa e I’ordinata, che, per
come abbiamo posto gli assi, sono numeri reali compresi fraO e 1:

ascissa: 0,a;a52384.....
ordinata: 0,b;b,bsby,.....

Al punto P associamo il punto Q del segmento OU che ha come ascissa il numero
reale 0,a;bjazbyasbsasb,.....

Il punto Q’ del segmento OU d1 ascissa 0,¢1C5C3C4C5C6C1Cg. ... € immagine del punto
P’ del quadrato avente ascissa 0,c;c3¢5Cy..... € ordinata 0,cocyCqCg..... In tal modo, a parte
alcune precisazioni sulle rappresentgzioni decimali dei numeri reali sulle quali si pud ora
sorvolare, si & istituita una corrispondenza biunivoca tra i punti del quadrato e quelli del suo
lato23,

Questo procedimento ¢ immediatamente generalizzabile considerando i punti di un
cubo e quelli del suo spigolo o i punti di un ipercubo a n dimensioni e quelli del suo spigolo.
Cio significa che il concetto di dimensione, mediante il quale distinguiamo fra loro le figure
lineari, piane e solide, non si pud basare su una valutazione quantitativa del “numero” di
punti delle figure stesse. V ' ' V

Uno dei risultati pit significativi delle ricerche di Cantor & che, oltre ai due tipi di
infinito - il numerabile e il continuo - su cui ci siamo brevemente soffermati, ne esistono
infiniti altri. '

23 Una dimostfazione piu rigorosa fa ricorso al teorema di Cantor-Bernstein (che enunceremo nel .§ 9). Vedi
ad esempio le osservazioni di V. Villani in Archimede 41 (1994), pp. 119-121.
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Ciod consegue da un importante teorema:
per ogni insieme A, Card A < Card P(A).

Vediamo la dimostrazione del teorema.
Se consideriamo la funzione h che ad ogni a € A associa I’elemento {a} di P(A) (h:A—>P(A),

h(a) = {a}), essa ¢ evidentemente iniettiva, per cui:

Card A < Card P(A).

Per dimostrare che la disuguaglianza vale in senso stretto bisogna dimostrare che tra A e P(A)
non si puo istituire alcuna corrispondenza biunivoca. Procediamo per assurdo supponendo
che esista una f:A—P(A) che sia biiettiva e, quindi, in particolare, suriettiva.

‘Consideriamo il sottoinsieme B di A (B € P(A)) costituito dagli elementi di A che non

appartengono al sottoinsieme ad essi associato dalla funzione f:
B={xe A:x¢ {(x)}.

Essendo, per ipotesi, { suriettiva, esiste b € A tale che f(b)=B (*).

Siricava allora la seguente contraddizione:
be Bseesoloseb ¢ f(b) (per def. diB) see solo se b ¢ B (per (*)
e la dimostrazione per assurdo & conclusa.

Sfruttando quanto appena dimostrato si ottiene facilmente una gerarchia crescente di
numeri cardinali di grandezza sempre maggiore:

0,1,2,3,......, Card N, Card P(N), Card P(P(N)), Card P(P(P(N)}),...

Si dimostra facilmente che I'unione M della collezione N, P(N), P(P(N)),... ha numero
cardinale maggiore di tutti quelli della sequenza precedente, per cui Card M da origine ad una

nuova sequenza crescente di numeri cardinali:
Card M, Card P(M), Card P(P(M)),...

e cosl via, e si ottiene una gerarchia di numeri cardinali transfiniti assai pit ricca di quella dei
cardinali finiti?4.

24 Molte ricerche.nella teoria degli insiemi riguardano i cosiddetti grandi cardinali, ossia numeri cardlnah che
occupano posizioni molto elevate nella gerarchia-dei numeri cardinali. . :
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Un problema tuttora al centro di discussioni consiste nello stabilire se tra N e P(N) (in
generale, tra A e P(A), se A & infinito) esistano insiemi di cardinalitd intermedia. La
situazione & per cosl dire aperta, nel senso che, come dimostrato da Godel e da Cohen, &
coerente con gli usuali principi della teoria degli insiemi sia assumere che tali insiemi non
esistano, ¢ allora si dice che si accetta I’ipotesi del continuo (in generale, ’ipotesi gene-

ralizzata del continuo), sia assumere che esistano.

9. Cenni all’aritmetica dei numeri cardinali e ai numeri ordinali
Nella parte finora svolta abbiamo visto come i numeri cardinali indichino una “misura della
grandezza” degli insiemi. D’altra parte, affinché si possa parlare di “numeri”, occorre
introdurre una relazione d’ordine e delle operazioni fra essi. )

Diamo ora qualche cenno sulla confrontabilitd dei numeri cardinali.
Dati due insiemi qualsiasi A e B, a priori si possono verificare i seguenti casi:

(a) A e B sono equipotenti (e allora Card A = Card B);

(b) A &equipotente a un sottoinsieme di B, ma ﬁon viceversa (e allora Card A<Card B);

(c) B &equipotente a un sottoinsieme di A, ma non viceversa (e allora Card A>Card B);

(d) A & equipotente a un sottoinsieme di B e B & equipotente a un sottoinsieme di A. In
queSto caso si dimostra (teorema di Cantor-Bernstein) che A ¢ equipotente a B (e
allora Card A = Card B);

(¢) A non ¢ equipotente a un sottoinsieme di B ¢ B non & equipotente a un sottoinsieme di A.

Se si potesse realizzare il caso (e) non vi sarebbe alcuna possibilita di porre a
confronto i due insiemi A e B e Card A e Card B non sarebbero confrontabili (né uguali, né
uno minore dell’altro). Si pud dimostrare?3 che il caso (e) non si puo verificare e quindi che,
dati due numeri cardinali, essi sono sempre confrontabili (legge di tricotomia); detto in altre
parole, I’ordinamento dei numeri cardinali & fotale.

Mediante le operazioni insiemistiche di unione, prodotto cartesiano e elevamento a
potenza (AB & I’insieme delle funzioni di dominio B e codominio A) si estendono ai numeri
cardinali transfiniti le operazioni di addizione, moItiplicazione e elevamento a potenza, le
quali godono della gran parte delle proprieta formali delle corrispettive operazioni fra numeri
naturali, oltre ad altre peculiari, come ad esempio

Ro + Xo = Xg +n = Xg; 8o X Rg = Rox n = Ko.

Se i numeri cardinali transfiniti consentono di valutare comparativamente le quantita

di elementi degli insiemi infiniti, essi non costituiscono tuttavia una generalizzazione del

25 Usando in.modo essenziale I’assioma di scelta .

22

processo del contare. Per esempio, 1la legge di cancellazione cessa di valere (Ro=Rp+1
=Ro+2=Ro+3=..)

qu insiemi totalmente ordinati A e B sono simili se tra essi esiste una corrispondenza
biunivoca f monotona: se x <y allora f(x) < f(y). Allora, automaticamente, anche la
funzione inversa di f sard monotona. Si dice che due insiemi simili hanno 1o stesso tipo
d’ordine. Mentre tutti gli insiemi totalmente ordinati con n elementi sono simili (per cui

~talora si dice che i numeri naturali rivestono sia la funzione cardinale, sia la funzione

ordinale), le cose cambiano quando si considerano insiemi infiniti. Se ordiniamo I’ insieme N
dei numeri naturali nei due modi seguenti:

si constata immediatamente che nessuna corrispondenza biunivoca monotona pud
trasformare il primo nel secondo ordinamento: infatti nel secondo caso vi & un massimo
elemento e due elementi non hanno predecessore immediato; invece nel primo caso non vi &
massimo elemento e vi & un solo elemento senza predecessore immediato. Pur dissimili, i due
ordinamenti rimangono tuttavia confrontabili in questo senso: il primo & simile al segmento
iniziale del secondo ottenuto abolendo I’elemento finale 0. La funzione successore fornisce
I’opportuna corrispondenza.

Non sempre due insiemi totalmente ordinati sono confrontabili (non sempre, ciog, essi
sopo simili o uno ¢ simile a un segmento iniziale dell’altro). Se consideriamo I’insieme N dei
numeri naturali ordinato nei due modi seguenti:

si riconosce immediatamente che tra i due ordinamenti non si pud istituire alcun confronto:
infatti ogni elemento del primo insieme ha un numero finito di ptedecessori e infiniti
successori, mentre ogni elemento del secondo insieme ha infiniti predecessori e un numero
finito di successori.

Per salvaguardare la possibilita di un confronto e per generalizzare il procedimento
del contare, si considerano i tipi d’ordine degli insiemi bene ordinati, ossia quegli insiemi
totalmente ordinati in cui ogni sottoinsieme non vuoto ha un minimo elemento. Essi vengono
detti numeri ordinali.

Il numero ordinale dell’insieme vuoto si indica con 0. Per semplicita di notazione, per
ogni n>1 il numero ordinale dell’insieme totalmente ordinato {0, 1,...,n-1} 'si indica con
n. II numero ordinale di N con I’ordine usuale (che & un buon ordinamento) si indica con
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o. Non ¢& difficile vedere che anche I’insieme {1, 2, 3, 4,...} ha numero ordinale w.Con w +
1 si denota il numero ordinale dell’insieme totalmente ordinato 1, 2, 3, 4,......, 0, ottenuto
aggiungendo all’ ordinale ® un elemento fmale Sinotiche ®+1 ha massimo elemento,
mentre ® non 1’ ha.

Partendo dall’ ordinale O, tutti gli ordinali si possono ottenere mediante due principi
generatori. Il primo ¢ il passaggio al successivo: posponendo un nuovo elemento a un
(insieme ben ordinato avente) ordinale o si ottiene un nuovo (insieme bene ordinato cui
si associa il successivo numero) ordinale o + 1. Il secondo principio generalizza la
costruzione dell’ ordinale o come “limite” degli ordinali finiti: la sua applicazionel richiede
alcuni dettagli preliminari su cui qui non ci soffermiamo (ad esempio, la relazione “essere
simile a un segmento iniziale di” induce un buon ordinamento in ogni insieme di ordinali).
Per i nostri scopi ¢ sufficiente formulare il secondo principio in questo modo: qualunque
insieme non vuoto X di ordinali che non abbia un massimo elemento individua un nuovo
ordinale sup X, il minimo ordinale maggiore di ciascun ordinale in X.

Cosi, ad esempio, w=sup { 0, 1, 2, 3,... }.

Da o, con il primo principio, si ottengono gli ordinali: @, @ + 1, o + 2, @ + 3,...

Con il secondo principio si ottiene ’ordinale o + © = sup{w, 0 + 1, 0+ 2, 0 + 3,...},
che ¢ caratterizzabile anche come 1’ordinale dell’insieme bene ordinato {0, 1,2, 3,..., ®, @
+1,0+2,0+3,... }.Inoltre w+ o é&il numero ordinale dell’ insieme N bene ordinato nel
modo seguente: 0, 2,4, 6,..., 1,3, 5, 7,... . Anziché o + o si pud scrivere equivalentemente o x
2. Analogamente si ottengono gli ordinali ©@x 2, ®x 3, ®x 4,... e si scrive sup{o x 2, ©x 3,
ox4..}=oxo= o’ Si procede poi con o, w®, ecc.

Se si considerano tutti i modi in cui si pud bene ordinare I’insieme N dei numeri
naturali, si ottiene 1’insieme degli ordinali numerabili e si dimostra che il suo limite, che si
indica con X1, & un ordinale pili che numerabile?26.

Anche per i numeri ordinali si possono introdurre delle operazioni aritmetiche di
addizione, moltiplicazione e elevamento a potenza (peraltro gia sfruttate nelle precedenti
notazioni), sulle quali non ¢ ora il caso di soffermarsi. Segnaliamo solo che queste operazioni
non godono di alcune delle proprieta formali delle corrispettive operazioni aritmetiche.

Ad esempio, non vale la proprietad commutativa dell’addizione; si ha che 1 +ozw+ L.

Infatti, per definizione di addizione ordinale, 1 + @ & I’ ordinale dell’insieme ottenuto
posponendo a un singolo elemento una successione simile a N con I’ ordine usuale;
siccome tale insieme ¢ simile a N segue che 1 + @ = o; «invece, come gia notato in

precedenza, ®+ 1, il successivodi , & un ordinale diversoda .

26 'Se si accetta I’ipotesi del continuo tale ordinale h la potenza del continuo e corrisponde ad un buon

ordinamento dell’insieme R dei numeri reali, i quali, a loro volta, possono essere bene ordinati in molteplici
modi cui corrisponde un insieme di ordinali di cardinalitd maggiore della potenza del continuo, e cosi via.
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Cosi ®x2#2xwm, enon vale la proprieta commutativa della moltiplicazione.
Infatti, per definizione di moltiplicazione ordinale, 2 x @ & il numero ordinale dell’insieme
totalmente ordinato {0, 0", 1', 1", 2, 2",...} che & simile a N . Dunque 2 x @ = . Invece,
come abbiamo visto, ®x2 =+ ® # o si ottiene prendendo due copie di N e ponendole
una dopo ’altra.
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1. Premessa

Prima di affrontare il tema centrale di questa lezione, vale a dire la presentazione del
linguaggio artificiale con il quale sono espressi i calcoli logici, & opportuna qualche
considerazione preliminare sulla natura della logica che evidenzi come mai si faccia esplicito
riferimento al linguaggio (piuttosto che al pensiero) e che illustri il significato e il ruolo della
formalizzazione. Infatti, non solo il termine logica ha assunto nella storia del pensiero
significati profondamente differenti, ma & anche difficile proporne una caratterizzazione che
possa essere universalmente condivisa. Senza entrare in questioni storiche, troppo intricate
per essere affrontate in questa sede, né cercare di proporre una definizione esauriente della
disciplina, ci & sufficiente introdurre il discorso con alcune considerazioni di carattere molto
generale €, almeno in larga misura, condivisibili. E’ solo dopo avere esaminato e studiato i
contenuti di tutto il corso di lezioni che sara possibile farsi un’idea pitt precisa sugli obiettivi
e sui metodi dell’indagine logica come & venuta configurandosi nel nostro secolo.

E’ bene segnalare subito che la logica si occupa dei ragionamenti dopo che essi sono
stati espressi in qualcheforma di linguaggio (¢ quindi non dell’attivitd del pensare, dei
meccanismi interni della nostra mente, ma piuttosto del pensato dopo che questo & stato
comunicato) e che uno dei suoi scopi & quello di caratterizzare quali sono i ragionamenti
corretti. ‘

Un ragionamento si presenta come una sequenza finita di proposizioni, dove con
proposizione si intende una espressione linguistica per la qﬁale ha senso chiedersi se & vera o

falsa (a prescindere dal fatto che si sappia quale delle due circostanze si verifica). Una
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proposizione pud assumere, come si usa dire, uno ed un solo dei due valori di verita, il vero
(V) e il falso (F). Questa ipotesi preliminare & detta principio di bivalenza 1.

L’ultima proposizione di un ragionamento, detta conclusione, & preceduta solitamente
da “quindi” (o espressioni analoghe, quali “ne segue che”, “allora”, “pertanto”, ecc.). Le altre
proposizioni sono le premesse (e I'ordine delle premesse & inessenziale). Nel seguito
scriveremo spesso la conclusione separandola dalle premesse mediante una linea orizzontale.

Che cosa distingue un ragionamento da una sequenza generica di proposizioni? Chi
propone un ragionamento vuole ricondurre la veritd della conclusione a quella delle
premesse. Tipici esempi di ragionamento sono le dimostrazioni matematiche, le quali si
sviluppano mediante passaggi che “conservano la verita”. Il nesso chiave, quindi, & quello di
conseguenza logica: un ragionamento & corretto quando la conclusione & conseguenza logica
dell’insieme delle premesse, ossia.quando non pud darsi il caso che le premesse siano tutte
vere e la conclusione falsa. Questa caratterizzazione, pur restando per ora a livello intuitivo, &
sufficiente a evidenziare il nesso dell’indagine logica con la matematica e il metodo
assiomatico classico? e per le nostre considerazioni preliminari.

Cominciamo con 1’osservare che siamo tutti disposti a ritenere corretto il seguente
ragionamento:

2 ¢ pari o 3 & pari
3 non & pari

2 & pari

Infatti, quando supponiamo vera una alternativa fra due proposizioni e riconosciamo
che ¢ vera la negazione di una delle due, ci sentiamo autorizzati a ritenere vera I’altra
proposizione in alternativa.

I seguenti ragionamenti sono corretti in forza delle stesse considerazioni:

1 Cogliamo I’occasione per segnalare che, attualmente, la logica ¢ articolata in svariati settori essendo molteplici
i contesti nei quali si procede deduttivamente articolando dei ragionamenti. In molti campi il principio di biva-
lenza si rileva inadeguato. Senza entrare in dettagli, & chiaro che, dal punto di vista intuitivo, varie proposizioni
possono essere verosimili, plausibili, altamente probabili, quasi certe, incerte, ecc., ossia tra il vero ¢ il falso vi &
tutta una gamma di possibilita intermedie. Il settore della logica del quale ci occupiamo in questa sede modella
da vicino il ragionamento matematico e, in ogni caso, & preliminare allo studio di altre logiche (polivalenti,
fuzzy, probabiliste) in cui si rinuncia al principio di bivalenza o di logiche parziali, in cui non a tutte le
proposizioni si attribuisce un valore di verita.

2 Come & ben noto, gia a partire da Euclide, I’assetto assunto dalle teorie matematiche, in primo luogo la
geometria, ¢ stato quello assiomatico, caratterizzato dalla scelta di alcuni principi evidenti (veri di per sé) i quali
hanno il ruolo di “sostenere” la verita di tutte le proposizioni da essi dedotte: le “dimostrazioni”, i ragionamenti
logici, assicurano la trasmissione della verita dai principi (assiomi e postulati) ai teoremi. Il metodo assiomatico
ha subito, a partire dal secolo scorso, delle profonde trasformazioni collegate con quanto ci apprestiamo ad
illustrare.
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Carlo ¢& ligure o piemontese
Carlo non & piemontese

Carlo ¢ ligure

Il triangolo T & rettangolo o isoscele
11 triangolo T non & isoscele

1l triangolo T ¢ rettangolo

Si dice che i tre ragionamenti hanno la stessa forma logica. E’ allora del tutto naturale
evidenziare tale forma sottolineando che si prescinde dai “contenuti” delle singole
proposizioni poste in alternativa:

AoB
non B *)
A

Analoghe considerazioni si possono svolgere a proposito dei tre seguenti

ragionamenti:

3 ¢ minore di 7

Se un numero € minore di un altro, allora il secondo & maggiore del primo

7 & maggiore di 3

Larettare pérpendicolare allaretta s
Se un retta ¢ perpendicolare ad un’altra, allora la seconda & incidente alla prima

s & incidente'ar

Ugo ¢ nipote di Giuseppe
Se una persona & nipote di un’altra, allora quest’ultima & zio della prima

Giuseppe ¢ zio di Ugo

In tutti e tre i ragionamenti una premessa afferma il sussistere di una certa relazione
fra un individuo e un altro; I’altra premessa che il sussistere di questa relazione comporta,
qualsiasi siano i due individui, il sussistere di.un’altra relazione fra il secondo e il primo
individuo; la conclusione afferma che quest’ultimé relazione sussiste fra il secondo e il primo
individuo menzionati nella prima premessa. Per il sussistere del nesso di conseguenza logica
non & importante la natura degli elementi coinvolti (numeri, rette, persone), né delle relazioni
(minore e maggiore, perpendicolare e incidente, nipote e zio), quanto i nessi stabiliti tra essi

nelle premesse e nella conclusione.
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Anche in questo caso appare naturale rendere trasparente quanto & sufficiente a
garantire il riconoscimento del nesso di conseguenza logica con una opportuna riscrittura. Se
indichiamo con a € b i due individui, con R la prima relazione e con S la seconda (ovvero
indichiamo con lettere gli elementi “variabili” nei tre ragionamenti), si ottiene:

Rab
per ogni due individui x e y, se Rxy allora Syx **)

- Sba

Il nesso di conséguenza logica acquista significato proprio in relazione a scritture
come questa in cui figurano termini il cui valore & indeterminato.

Riprendendo, ad esempio, il primo dei tre ragionamenti, le due premesse sono vere e
la conclusione & vera e, quindi, non appare molto sensato affermare che il ragionamento &
corretto poiché, se le premesse sono vere, lo & anche la conclusione, dato che, di fatto, le
premesse sono vere.

o Nel caso di (**), invece, ha perfettamente senso dire, ad esempio, “se Rab & vera”, in
quanto, a seconda del significato assunto da a, da b e da R, Rab potra essere vera (ad esempio
se a=3,b =5 ¢ R = minore, oppure a = 8, b = 4 ¢ R = doppio) oppure essere falsa (ad
esempio se a=9, b=7 e R = minore, oppure a =8, b =5 ¢ R = doppio). '

Il nesso di conseguenza logica, e quindi la correttezza del ragionamento, sussiste
perché, qualsiasi siano gli individui denotati da a e da b, e le relazioni denotate da R e da S,
se le premesse sono vere, allora & vera anche la conclusione.

Inoltre, sono corretti anche i due seguenti ragionamenti formalizzati da (**):

3 & multiplo di 7

~ Se un' numero ¢ multiplo di un altro, allora quest’ultimo & maggiore del primo

7 ¢ maggiore di 3

3 ¢ multiplo di 7

Se un numero & multiplo di un altro, allora quest’ultimo & minore del primo

7 & minore di 3

anche se nel primo le premesse sono false e la conclusione vera e nel secondo le premesse
sono false e la conclusione falsa (e quindi la veritd della conclusione va tenuta distinta dalla
corretiezza del ragionamento).

L’individuazione della forma logica avviene con riferimento-a un linguaggio le cui
espressioni non sono né vere né false, ma che sono suscettibili di molteplici intefpretazioni.

Inoltre, come vedremo fra breve, date le molte ambiguita del linguaggio naturale; si rivela
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opportuno simbolizzare anche le restanti parti di (*) e (**) le quali, dopo le precisazioni che
presenteremo nel seguito, assumeranno le seguenti configurazioni: '

AvB Rab
-B * VxVy(Rxy = Syx)  (*%)
A - , Sba

Quanto finora esposto giustifica ampiamente 1’attributo “formale” che accompagna
usualmente il termine “logica” e I’esigenza di ricorrere a un linguaggio artificiale (suscettibile
di svariate interpretazioni). L’impiego sistematico di simboli ha fatto si che per molto tempo
sia stato usato frequentemente I’attributo “simbolica” (e la pill prestigiosa rivista di logica & il
Journal of Symbolic Logic)3.

A questo proposito & bene tener presente che formalizzazione e simbolizzazione
indicano procedimenti diversi. Un sistema di simboli & usualmente introdotto per ottenere
maggiore chiarezza, precisibne o concisione (ad esempio, la stenografia, la segnaletica
stradale), ma conserva un suo preciso contenuto. Formalizzare, invece, significa prescindere
dai contenuti, e cid non richiede necessariamente 1’uso di una' simbolizzazione, anche se
questa, facilitando enormemente 1’indagine di tipo formale, diviene uno strumento
praticamente indispensabile.

2. Proposizioni atomiche e composte

Consideriamo alcuni esempi di ragionamento:

(;1) Se il quadrilatero Q’ & un rombo, allora i due triangoli T’ e T” sono isosceli. Se
almeno uno dei due triangoli T” e T” & isoscele, allora il quadrilatero Q” & un
rettangolo. Quindi, se il quadrilatero Q” non ¢ un rettangolo, allora il quadrilatero Q’
non & un rombo.

(b) Se il quadrilatero Q’ ¢ un rombo, allora almeno uno dei due triangoli T e T” &
isoscele. Se i triangoli T’ e T” sono isosceli, allora il quadrilatero Q” non & un

rettangolo. Quindi, se il quadrilatero Q” & un rettangolo, allora il quadrilatero Q’ non e
un rombo.

(c) Tutti i numeri divisibili per 4 sono pari. 8 & divisibile per 4. Quindi 8 & pari.

3 La locuzione “logica matematica” ha un duplice significato. Da un lato significa “logica della matematica” per
sottolineare la stretta dipendenza dell’indagine logica da quella condotta nella matematica: I’enorme sviluppo
della logica nei primi decenni del secolo & avvenuto a stretto contatto con la nascita dell’ assiomatica moderna
(Peano, Hilbert) e con la problematica dei fondamenti della matematica. D’altro lato la logica si sviluppa
anch’essa con il metodo deduttivo tipico della matematica; nel senso che lo scopo, come si vedra in seguito, non
¢ tanto quello di.elencare le forme corrette di ragionamento, ma di ricondurle (possibilmente) tutte ad alcune
particolarmente semplici assunte come primitive (e quindi “logica matematica” significa anche “logica
sviluppata con metodo matematico”).
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(d)  Tutti i quadrati sono rombi. Tutti i rombi sono quadrilateri. Quindi, tutti i quadrati
sono quadrilateri.

(e) Vi € un numero pari primo. Un numero pari ¢ multiplo di 2. Quindi, almeno un
numero multiplo di 2 & primo.

Se esaminiamo le proposizioni che intervengono in questi ragionamenti possiamo
constatare che sono di due tipi: quelle che esprimono fatti semplici, vale a dire che non
contengono al l‘c(ro interno altre proposizioni, e quelle pilt complesse, ossia che contengono
parti che sono a loro volta proposizi‘oni. : ,

Le proposizioni del primo tipo sono dette atomiche o semplici e le altre proposizioni
composte.

Le proposizioni atomiche, a loro volta, sono di due tipi.

(A)  Le proposizioni atomiche del primo tipo contengono nomi di individui e esprimono il
fatto che un'individuo ha una certa proprieta (“8 & pari”) oppure che tra pill individui sussiste
una certa relazione (“8 & divisibile per 4”)4. Nelle proposizioni atomiche possono essere
coinvolte, oltre che proprieta e relazioni binarie, anche relazioni a pill argomenti:

1 “8 & pari”; “6 ¢ primo”;

2) “8 & divisibile per 4”; “10 & maggiore di 7”; “9 & minore di 3”;

3) “5 & compreso tra 3 ¢ 7”; “3 & la semisomma di 2 e 57; “M ¢ il punto medio del
segmento di estremi A e B”;

“) “I punti A, B, C e D sono i vertici di un rombo”; “2,6,3 ¢ 9 formano una
proporzione”;

®) “I punti A, B, C, D e E sono vertici di un pentagdno convesso”s.

In logica si usa il termine predicato per indicare proprieta ¢ relazioni a un numero
qualsiasi di argomenti. Il primo tipo di proposizioni atomiche & quindi caratterizzato dalla
presenza di uno o pill nomi di individui specifici e di un predicato che si dichiara sussistere
degli individui menzionati. ‘

Per formalizzare l¢' proposizioni atomiche di questo tipo introduciamo dei simboli:

- si indicano i nomi degli individui con le lettere: a, b, ¢, d, a°, b, ¢’, d°, a”,... dette costanti
individuali. (Quando si vuole essere pidl precisi si sceglie una volta per tutte una determinata

successione di costanti individuali: ay, 8y, 83, 8y, 1y Ayn)

#

4 Per la caratterizzazione delle proprieta e delle relazioni si ricordi quanto esposto nella prima lezione.
5 Evidentemente si possono proporre esempi tratti dal linguaggio ordinario: “Carlo & medico”; “Giuseppe

corre”; “Aldo ama Silvia”; “Elisa ¢ figlia di Mario ¢ Luisa”; “Savona & tra Genova.e Imperia”, ecc. Per ragioni

didattiche preferiamo proporre. prevalentemente esempi del linguaggio della matematica, che & pil preciso di
quello naturale. :
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- si indicano i nomi dei predicati con le lettere: P, Q, R, S, P’, Q’, R, §°, P”.... dette costanti
predicative. (Quando si vuole essere pill precisi si usa una notazione con doppio indice: per
ogni n si assume una successione di costanti predicative a n argomenti: RJ',R%,...,R},...).
Dato il carattere introduttivo di questo nostro intervento usiamo la notazione pitt
semplice, senza indici, per cui proposizioni come le (1)-(5) si formalizzano con una costante
predicativa seguita dall’opportuno numero di costanti individuali, ad esempio nel modo

seguente:

(') Pa (oppure Pb, oppure Qa, oppure Qc,...);
(2’) Pab (oppure Rba, oppure Sbc,...);

(3) Pabc (oppure Rabc, oppure Rbed,...);

(4’) Rabced (oppure Sdcab,...);

(5°) Rabcde (oppure Sadecb,..")S.

Sempre restando nell’ambito delle proposizioni atomiche del primo tipo va osservato
che non sempre gli individui sono menzionati direttamente mediante il loro nome, ma, a
volte, attraverso un loro legame con altri individui.

Cosl, ad esempio, anziché “8” si puo dire:

(6)  “il doppio di 4”;
(7) “laradice quadrata di 64”;
(8) “il prodotto di 2 e 47,
(9) “il medio proporzionale tra 4 e 16”;
(16) “il successivo della somma di 3 e 4”;
(11)  “il doppio del quadrato di 2”;
(12)  “la somma del quadrato di 2 e della somma di 1 e 3”;
(13)  “il successivo della somma di 3 e del prodotto di 1 con il quadrato di 2” 7.

Come ¢& noto, “il doppio di...”, “la radice quadrata di...”, “il prodotto di... e di...”, “la
somma di... e di...” caratterizzano funzioni a uno o due argomenti. Si rivela opportuno,
quindi, avere a disposizione dei simboli per denotare funzioni: )

- si indicano i nomi delle funzioni con le lettere: f, g, h, I, £, g’, b’, I, £, ... dette costanti
funzionali. (Quando si vuole essere pill precisi si usa una notazione con doppio indice: per
ogni n siassume una successione di costanti funzionali a n argomenti: f,f3,....f}',...).

6 Se compare pill volte lo stesso individuo occorre avere 1’avvertenza di usare la stessa costante; cosi “5 &
multiplo di 5” si formalizza, ad esempio, con Raa (o Rbb, o Saa); “8 & la somma di 4 e 4" con, ad esempio, Sabb
(o Rbcc), “1 & il prodotto di 1€ 1” con Saaa (o Rbbb), .. - :

7 Esempi tratti dal linguaggio comune sono: “il padre di Carlo”; “il figlio di Giovanna e Enrico”; “la capitale
della Lombardia”; “il figlio dello zio di Piero e della nuora di Sergio”; “la cuccia del cane dello zio di Pietro™;
ecc.
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Continuando a servirci della notazione pitt semplice, le precedenti espressioni si
formalizzano, ad esempio, nel modo seguente:

©)e(T) f(a)  (oppure f(b), oppure g(a),...);
@&)e (9% f(a,b) (oppure g(b,c), oppure h(a,c),...);
(10")  f(g(ab));

ar)y fig@);

(127)  f(ga).f(b,c));

(13")  f(g(g(a,b),h(a,l(b)))).

Quindi, una formalizzazione delle proposizioni atomiche del primo tipo:

(14)  “4 & maggiore del doppio di 67;

(15)  *5 & compreso tra il quadrato di 2 e il quadrato di 37;

(16) -~ “Lasomma di 2 ¢ 2 & minore del prodotto di 2 e 3”;

(17)  “Il quadrato di 2 & medio proporzionale tra 1 €'il quadrato di 4”;

(18)  “Laradice quadrata del doppio di 8 & minore della radice quadrata di 257;
(19)  “2 elevato alla terza & minore di 3 elevato alla seconda”;

(20)  “Il quadrato di 2 & compreso tra la radice quadrata di 9 e la somma di 2 e 97,

¢ la seguente:

(14)  R(a,f(b));

(157 S(a,f(b).f(0));

(16”)  Q(f(a,a),g(a,b));
(A7) S(f(a),b,f(c));

(187)  R(f(g(a)).f(b));
(19°)  Qf(a,b).f(b,a));
(20°)  S(f(a),g(b),h(a,b))8.

(B)  Esempi di proposizioni atomiche del secondo tipo sono:

(21)  “Tutti i quadrati sono rombi”;
(22)  *“Vieé un numero pari primo”;
(23)  “Tutti i numeri divisibili per 4 sono pari”.

A differenza degli esempi precedenti si tratta di proposizioni (in quanto suscettibili di
essere vere o false) atomiche (non contenendo parti che a loro volta sono proposizioni) in cui

8 Le parentesi, come in algebra, servono a rendere univocamente leggibili le formule. Il loro impiego,
comunque, non'¢ strettamente necessario.
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compaiono i termini “tutti”, “vi & un”, detti quantificatori. La prima proposizione afferma che
tutti gli individui che hanno la proprieta di “essere un quadrato” hanno anche la proprieta di
“essere un rombo”; la seconda che esiste almeno un individuo che ha la proprieta di “essere
numero pari” e “essere numero primo”; la terza che ogni individuo che ha la proprieta di
“essere divisibile per 4” (la relazione “essere divisibile” con I’individuo 4 9) ha anche quella
di “essere pari”, e quindi riguardano la “quantitd” di ‘individui generici che possiedono
proprieta o entrano in relazione con altri.

Nei ragionamenti sia di carattere matematico, sia del linguaggio ordinario,
intervengono molti altri quantificatori (ad esempio, “esiste un numero finito di...”, “quasi
tutti...”, “la maggior parte di...”, “vi sono tanti...quanti...”).

Tuttavia, per ’analisi della gran parte dei ragionamenti che intervengono sia in
matematica, sia in altri contesti deduttivi & sufficiente prendere in considerazione solo i due
quantificatori “per ogni” ed “esiste”10 detti rispettivamente quantificatore universale e
Quantij‘icatore esistenziale 1 che si indicano con i simboli V e 3.

La formalizzazione delle proposizioni atomiche quantificate universalmente ed
esistenzialmente richiede strumenti che saranno presentati nel prossimo paragrafo e, quindi,
la rimandiamo al §4. _

Le proposizioni non atomiche sono dette composte. Esse si ottengono combinando
proposizioni atomiche mediante termini detti connertivi. Nei primi due esempi di
ragionamento (a) e (b) di inizio paragrafo figurano quattro proposizioni atomiche, vale a dire

N

“Il quadrilatero Q’ & un rombo”, “il triangolo T’ & isoscele”, “il triangolo T” & isoscele”, “il
quadrilatero Q ” & un rettangolo”, combinate mediante i connettivi “se..., allora...”, “e”, “0”
(a due argomenti, che collegano due proposizioni) e “non” (a un argomento, che si applica ad

una singola proposizione).

9 Segnaliamo che la formalizzazione non & un’operazione univoca; ad esempio “2 & minore di 3” si pud leggere
“2 ha la proprieta di essere minore di 3" ¢ quindi rendere con Pa (a = 2, P = essere minore di 3), oppure “3 ha la
proprieta di essere dopo 2” e quindi rendere con Qb (b = 3, Q = essere dopo 2), oppure “2 € 3 sono nella
relazione minore” e quindi rendere con Rab (a =2, b = 3 ¢ R = essere minore).

10 In effetti, come & immediato riconoscere intuitivamente, questi due quantificatori sono interdefinibili in
quanto “per ogni” ha lo stesso significato di “non esiste non” (“Ogni quadrato & rombo” equivale a “Non esiste
un quadrato che non sia rombo™) ¢ “esiste” ha lo stesso significato di “non per ogni non” (“Esiste un numero
primo pari” equivale a “Non ogni numero primo non & pari”).

11 Come emerge gia dagli esempi proposti, nel linguaggio comune i due quantificatori POSsOno essere espressi
con varie locuzioni, quali “tutti”, “ogni”, “un” e “almeno”, “qualche”, “un” rispettivamente. Si osservi che “un”
pud fungere da quantificatore universale (come in “Un numero pari & divisibile per 2”) o esistenziale (come in
“Un numero pari & primo”) e solo il contesto chiarisce il suo ruolo. Questo & un esempio particolarmente
efficace per evidenziare le ambiguita del linguaggio ordinario, in cui 1o stesso termine puo-assumere significati
differenti.
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3. I connettivi vero-funzionali. Basi di connettivi
Nei ragionamenti possono intervenire molteplici connettivi. Al fine di graduare
I"approfondimento dell’analisi logica delle proposizioni e del rapporto di conseguenza logica,
si ¢ soliti considerare inizialmente un solo tipo di connettivi, i connettivi vero-funzionali,
peraltro sufficienti a esprimere la quasi totalitd dei ragionamenti di carattere matematico: si
dice che un connettivo & vero-funzionale se e solo se il valore di verita della proposizione
composta ottenuta tramite esso dipende unicamente dai (& funzione dei) valori di verita delle
proposizioni componenti.

L’unico connettivo vero-funzionale a un argomento significativo & quello che inverte
il valore di verita della proposizione a cui si applica. Esso & detto negazione e per esso si usa
il simbolo —. Il suo comportamento pud essere visualizzato mediante la seguente tabella:

A —A
v F
F v

* Il simbolo ~— si legge "non", poiché, nel linguaggio comune, & proprio tramite la negazione
"non" che di solito si inverte il valore di verita di un enunciato. Un connettivo, quindi, si pud
intendere sia come un operatore tra proposizioni, sia una funzione da valori di veritd a valori
di verita.

Consideriamo ora i possibili connettivi vero-funzionali a due argomenti. Essi sono 16.

Se indichiamo con A e B i due argomenti e con Cpome i sedici connettivi, si ha la seguente

c
* ™16
tabella (in cui, per brevita, scriviamo ¢; anziché ¢,(AB)):

AIBIC 1% %% % [%% [ [% | % |®0]%1 [12]|%13]C14 |5 [ 16
VIVIVIVI|IVI|V|VI|VI|V|V|F|F|F|F|F|F|FI|F
VIFIV|VI|V|V|F|F|F|F|V|V|V|VI|IF|F|F|F
F V‘ VIVI|IFI|F|VI|V|F|F|V|V|IF|FI|VI|V]|F|F
FIFIV|F|V|F|V|F|V|F|V|F|V|F|V|FIlIV|F

Se trascuriamo i connettivi che hanno un valore costante, indipendente da quelli di A
e B (ciog c e 016), e quelli che si riduconoad A,0a B (c4 e 06), o alle loro negazioni (c 3¢

¢ 1), restano dieci connettivi a due argomenti significativi:
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AlB| % | S | % | S [ S [ S | Co S| CalcCs
VIVIV | VIV |VI|V|F|F|F|F|F
VI|IF| V v F F F v A\ v F F
FIV|V F A% F F Vv A\ F A% F
F|F| F A\ A% A\ F A% F F F A%

Concentriamo la nostra attenzione sui primi cinque, dato che i secondi cinque si

possono ottenere dai primi attraverso la negazione: negando ¢, si ottiene ¢, ., negando ¢, si

15°

ottiene Ciyr © cosi via.

’

* ¢,(A,B) ha valore di veritd V quando almeno una delle due proposizioni A e B ha valore V
ed ha valore F quando entrambe A e B hanno valore F.

¢,(A,B) si dice disgiunzione o alternativa (non esclusiva) di A e di B (¢ A e B sono i
disgiunti), e per esso introduciamo il simbolo v (anziché ¢,(A,B) scriviamo A v B). Tale
simbolo si legge “0”, poiché, nel linguaggio comune, per indicare che riteniamo vera una
proposizione composta di due quando almeno una & vera, usiamo “o0” o “oppure” nel senso di
vel. Si ha allora la seguente tavola di verit per la disgiunzione:

AvB

L4
- T IR
o < < | W
m o <€ <<

* ¢g(A,B) ha valore di veritd V quando A e B hanno entrambe valore V e ha valore F negli
altri tre casi. Esso si dice cbngiunzione di Ae B (¢ A e B sono i congiunti) e lo indichiamo
con A A B. Il simbolo A si legge “e” poiché, nel linguaggio comune, per asserire la verita

simultanea di due proposizioni si adopera proprio la congiunzione “e”.

* ¢;(A,B) ha valore di verita F solo quando A ha valore di veritd V e B ha valore di verita F
(e V negli altri casi). Esso si dice condizionale (materiale) di antecedente A e conseguente B
e si indica con A — B. Queste condizioni di veritd corrispondono a quelle impiegate nei

ragionamenti matematici quando si afferma “se A, allora B” (o, equivalentemente, “A solo se
B”), ossia che non pud darsi il caso che A sia vera e B falsal2,

12 81 queste “letture” dei connettivi tarneremo diffusamente pi avanti nel §5.
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* Si osservi che c3(A,B) non €& altro che il condizionale materiale di antecedente B e
conseguente A (cioé B — A) e quindi non corrisponde a un connettivo concettualmente

diverso dal precedente.

* c,(AB) ha valore di veritd V quando A e B hanno stesso valore di verita e ha valore F
quando A e B hanno valore diverso. Esso & detto bicondizionale di A e B e si indica A <> B,
che si legge “A se e solo se B”. ]

Si tenga presente che un connettivo si pud identificare con una funzione di verita. La
funzione associata a <> si ottiene facilmente componendo quellé relative a A e a — ; come &

facile calcolare:

A & B equivalea (A—>B)A (B - A3

Cid si pud esprimere dicendo che il bicondizionale si pud definire in termini di
congiunzione e condizionale.
Cosi, analogamente:

A — B equivale a (—A) v Bl4

Abbiamo gia osservato che gli ultimi cinque connettivi della tabella si possono

esprimere come negazione dei primi cinque. Si pud comunque rilevare che:
* ¢, o(AB) corrisponde alla disgiunzione esclusiva (ha valore V se e solo se una sola delle

proposizioni A e B ha valore di veritd V), che indichiamo-con A + B, ossia a quella

combinazione vero-funzionale che nel linguaggio comune esprimiamo con “0” (nel senso di

aut).

*cy(A,B) ha valore F quando A e B sono entrambe vere e valore V negli altri tre casi; esso si

indica con NAND - essendo la negazione della congiunzione - ed & detto “o incompatibile” in
quanto, nel linguaggio ordinario spesso usiamo “0” in questo senso, ossia per sottolineare che

le due proposizioni in alternativa non possono essere entrambe vere.

*c(AB)ela negazione della disgiunzione ed & detta NOR (e nel linguaggio comune viene

espressa con “né A, né B”).
NAND e NOR sono detti anche funtori di Sheffer e hanno una interessante proprieta che

enunceremo tra breve.

13 Se b(x,y) & la funzione associata a <> (b(V,V) = b(F,F) = V, b(V,F) = b(F,V) =F), m(x,y) quella relativa a —
(m(V,V) =m(F, V)= m(F,F) =V, m(V,F) = F) e c(x,y) quella relativa a A (c(V,V) =V, c(V,F) = c(F,V) = c(F.F)
=F), allora:
per ogni x,y € {V,F} b(x,y) = c(m(x,y),m(y,x)) .
14 Come nella nota precedente, detta n(x) la funzione associata alla negazione — (n(V) = F, n(F) = V) e d(x,y)
- quella della disgiunzione v (d(V,V) = d(V,F) = d(F,V) =V, dF.F) = F):
per ogni x,y € {V,F} m(x,y) = d(n(x),y)
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Ricapitoliamo nella seguente tabella il comportamento dei connettivi a due argomenti
esaminati:

A B | AvB | AAB |A->B|[A<B | A+B AN;ANDB A NORB
vV V v v v v F F F
V F A\ F F F v v F
F V v F v F v A\ F
F F F F v v F v A\

Come si ¢ accennato in precedenza tra i connettivi intercorrono molteplici rapporti di
interdefinibilita. Senza entrare in dettagli (per i quali rinviamo a un qualsiasi manuale di
logica) elenchiamo alcune delle equivalenze pil significative:

(1) A AB equivale a —((—A) v (—=B)) (legge di De Morgan)
(2) A VB equivalea —((—A) A (—B)) (legge di De Morgan)
(3) A AB equivalea —(A — (—B))
4) A vB equivalea (—A) = B
(5) —(—A) equivalea A

(6) - —A equivalea A NAND A

(7) A VB equivale a (A NAND A) NAND (B NAND B)
(8) —A equivalea ANORA

(9 A AB equivalea (A NOR A) NOR (B NOR B)
(10) A AB equivalea BAA

(legge di doppia negazione)

(11) (AAB)AC equivalea AABAC)

(12) A vB equivalea Bv A
(13) (AvB)vC equivalea Av(BvC(C)

La (1) indica che la congiunzione si pud definire in termini di negazione e
disgiunzione, la (2) che la disgiunzione si pud definire in termini di negazione ¢ di
congiunzione, e cosi via.

Queste considerazioni sono particolarmente significative nel senso che si pud
dimostrare che tutti i connettivi vero-funzionali (a qualsiasi numero di argomenti) possono
essere definiti in termini di alcuni di essi. Pit precisamente, si definisce base di connettivi un
insieme di connettivi vero-funzionali che consente di definire tutti gli altri. Senza entrare in
troppi dettagli tecnici, vediamo, attraverso un esempio, come si riconosce che {—, A , v} &
una base di connettivi.
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Consideriamo il connettivo vero-funzionale a tre argomenti 0(A,B,C) caratterizzato
dalla seguente tabella:

A B _C | %ABO
V V Vv F
V V F v
V F V v
V F F F
F V V F
F V F F
F F V v
F F F F

Si considerano le righe della tabella in cui O(A,B,C) = V e, in corrispondenza di
ciascuna di esse, scriviamo una congiunzione in cui ciascuna delle tre lettere A, Be C &
scritta una ed una sola volta senza o preceduta dal segno di negazione a seconda se nella riga
sotto di essa compare V o F rispettivamente.
In corrispondenza della seconda riga si ottiene:
A ABA-CI

In corrispondenza della terza e della settima riga si hanno:
AA=BAC;
—-AA—-BAC

Si forma poi la disgiunzione delle congiunzioni ottenute!6:

(AABA—=C)V(AA—BAC)V(=AA—BAC) (%)

11 valore di verita che questa espressione assume in corrispondenza delle possibili
assegnazioni di valori di veritd a A, B e C coincide, come si verifica facilmente, con quello di
O(A,B,C). Quindi, usando i connettivi —, A, V si ottiene la combinazione (*) che, dal punto di
vista del valore di veritd, equivale alla proposizione composta mediante il connettivo datol”.

Il procedimento illustrato nell’esempio precedente si applica con generalita. Ad
esempio:

15 si tenga presente che, per 'equivalenza (11), vale la proprieta associa}jva della congiunzione, per cui si
possono scrivere senza ambiguitd congiunzioni iterate: una congiunzione di pill proposizioni ha valore V se e
solo se ogni congiunto ha valore V.
16 Anche per la disgiunzione vale la proprieta associativa (13) e, quindi, si possono scrivere disgiunzioni iterate:
una disgiunzione di pidl proposizioni ha valore di veritd V quando almeno uno dei disgiunti ha valore V.
17 Qualora nella tabella di 0(A,B,C) non figurasse alcuna V, una espressione contenente solo i connettivi —, A, v
che assume sempre valore F qualsiasi siano i valori assunti dalle lettere A, B & C &, ad esempio: )

" (AA=A) V(B A-B)Vv(CA-C).
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A +B equivalea (AA—B)Vv(—=AAB)

ANAND A equivalea (A A—B)V (A AB) v (=A A —B)
A NOR A equivalea —A A —B

A <> B equivalea (AAB) v (—AA—-B)

Dal fatto che {—, A, v} & una base di connettivi e da quanto osservato a proposito
della (1), si deduce che {—, v} ¢ una base di connettivi, mentre, da quanto osservato a
proposito della (2), si deduce che {—, A} € una base. ' '

Dalle (3) e (4) si deduce che anche {—, —} ¢ una base.

Dalle (6) e (7), e dalle (8) e (9), per quanto appena osservato, segue che ciascuno dei
funtori di Sheffer, NAND e NOR, da solo, forma una base di connettivi, ossia che mediante
ciascuno di essi si possono definire tutti gli altri connettivi vero-funzionali (a qualsiasi
numero di argomenti).

Per queste ragioni, quando si introduce il linguaggio artificiale con cui si costruiscono
i calcoli logicil8, si assumono come primitivi solo i connettivi di una base. E’ importante
sottolineare che, mediante una base di connettivi, si riesce a “dominare” 1’intero orizzonte
della vero-funzionalitd, ossia si possono formalizzare tutti i ragionamenti che coinvolgono
proposizioni comunque complesse, purché ottenute combinando proposizioni semplici
mediante connettivi vero-funzionali.

4. Il linguaggio della logica dei predicati
I connettivi intervengono nella formalizzazione delle proposizioni atomiche del secondo tipo
intfodotte nel §2. Le proposizioni (21), (22) e (23) si parafrasano nel modo seguente:

(21)  per ogni individuo x (se x & un quadrato, allora x ¢ un rombo);
(22)  esiste un individuo x tale che x & un numero pari e X & numero primo;

(23) per ogni individuo x (se x ¢ divisibile per 4, allora x & pari);
e si formalizzano, ad esempio, nel modo segueﬁte:
21y Vx(Px —>Qx); (22) Ix(Px A Qx); (23") ¥x(Rxa — Qx)

Per formalizzare le proposizioni quantificate occorre quindi introdurre delle lettere
che stanno per individui generici:
- si indicano i nomi degli individui generici con le lettere: x, y, z, x’, y’, Z°, Xx”,... dette
variabili individuali. (Quando si vuole essere pill precisi si sceglie una volta per tutte una
successione di variabili individuali: Xys Xgs X35 Xypeers Xpgens)-

18 vi sono dei calcoli logici, ad esempio quello intuizionista, o quello polivalente, in cui ai connettivi si
attribuisce un significato diverso da quello qui illustrato e in cui non valgono i risultati di interdefinibilita ora
enunciati.
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o s T
Vediamo alcuni esempi di proposizioni pitt complesse e la loro formalizzazione!”.

(24)  “Tutti i numeri maggiori di 8 sono maggiori sia di 6 che di 7”
Vx(Rxa—(RxbaRxc))

(25) “Per ogni numero ne esiste uno maggiore” :
Vx3dyRxy (Vx(Px—3y(PyARxy)), dove P = essere numero)

(26) “Esiste un numero maggiore o uguale di tutti i nqmeri”
IxVyRxy (3x(PxAVy(Py—Rxy)), dove P =essere numero)

(27) “Nessun numero minore di 3 & compreso tra 5 ¢ 10”
—Jx(RxaaSxbc)

(28)  “Per due punti qualsiasi passa una retta”
VxVy(PxAPy—3z(QzARzxARzy))

(29) “Se un punto A sta tra due punti B e C allora sta anche tra CeB”
VxVyVz(PxAPyAPz—(Sxyz—Sxzy))

(30) Ogni numero pari & somma di due numeri primi”
Vx(Px-—>3y3z(QyAQzASxyz))

(31)  “Il quadrato di 5 & maggiore del quadrato di 4 e non € il qugdrato di alcun numero
pari” ’
R(f(a),f(b))A—3x(Px A S(f(a),f(x)))

In definitiva, gli ingredienti del linguaggio della logica dei predicati sono: 'alfabeto,

I’insieme dei termini e I’insieme delle formule ben formate.

‘L’alfabeto & costituito da:
(A) costanti individuali: ay, dy, Az, Bgs ey Appeces (a,b,c,a’,...)
(B)  variabili individuali: X, Xy, X3, Xy, s Xpsee- (x? ¥, 2, X500
(C)  costanti predicative: per ogni n, R, R3,...,R},... (P,Q,R,S,P’,..)
(D)  costanti funzionali: per ogni n, ff,f3,.. - i gh )
(B) simboli per connettivi: —, A, v, — 20
(F) simboli per quantificatori: v,321

(G) simboli ausiliari: (, )

19 i & gia accennato al fatto che la formalizzazione di pro.posizioni. del lirfguaggio ordinario un”operlgz.u:inel
assai pil articolata di quanto non appaia negli esempi qui proposti, non ¢ univoca e rlchleQe unda:la isi afo
linguaggio in larga misura relativa ai fini che si intendono perseguire: golo_quando ci si muove in un determinato
contesto deduttivo e si precisa. il linguaggio formale che si mt.er.lde‘lmpxegarq, la f(.)rmahzzaz.lon.e apg‘are piu
agevole e pitt univoca. Per la formalizzazione di mplte proposiziont matematiche si rivela utile introdurre un
simbolo apposito (in genere il simbolo =) per il predicato di 1dent1ta.. .

20 per quanto si & osservato nel §3 basterebbe limitarsi ad una base di connettivi. - . o

21 Come si & richiamato nella nota 10, in effetti basta assumere uno solo.dei due quantificatori e definire I'altro.
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1 termini sono le sequenze finite di simboli dell’ alfabeto mediante le quali si indicano
gli individui (determinati o generici). L’insieme dei termini & definito induttivamente22:

(T1) Le costanti e le varidbili individuali sono termini.
(T2) Se ty, ty,..., t, sono termini e f ;‘ € un simbolo di funzione a n argomenti, allora
f't)t,...t, & un termine.

(T3) Nient’altro & un termine.

Le formule atomiche sono le sequenze finite di simboli del tipo Ri“tlt2...tn, dove

ty» t5,..., t, sono termini e R’ & un simbolo di predicato a n argomenti.

La definizione delle formule ben formate (fbf) & di tipo induttivo:

(F1) Le formule atomiche sono fbf.

- (F2)  Se A & una fbf, allora (—A) & una fbf,

(F3)  Se A e B sono fbf, allora (A A B), (A v B), (A — B) sono fbf.
(F4)  Se A ¢ una fbf e x & una variabile individuale, allora (VxA) e @@xA) sono fbf.
(F5) Nient’altro & fbf.

Le fbf non atomiche sono dette composte.

(—A) ¢ detta negazione di A, si legge “non A”, — & il suo segno logico (connettivo)
principale e A ¢& la sua sottoformula immediata.

(A A B) & detta congiunzione di A e B, si legge “Ae B”, A & il suo segno logico
(connettivo) principale e A e B sono le sue sottoformule immediate.

. (A v B) & detta disgiunzione di A e B, si legge “A o B”, v ¢ il suo segno logico
(connettivo) principale e A e B sono le sue sottoformule immediate. ‘

(A — B) & detta condizionale di A e B (A & I'antecedente e Bei conseguente), si
legge “se A, allora B”, — & il suo segno logico (connettivo) principale € A € B sono le sue
sottoformule immediate. '

(VxA) & detta quantificazione universale di A con indice x, si legge “per ogni x, A”,
V ¢ il suo segno logico (quantificatore) principale e A, che & detta anche campo d’azione del
quantificatore, & la sua sottoformula immediata.

(3xA) & detta quantificazione esistenziale di A con indice x, si legge “esiste x tale che
A”, 3 & il suo segno logico (quantificatore) principale e A, che & detta anche campo d’azione
del quantificatore, & la sua sottoformula immediata.

Le sottoformule di una fbf si ottengono assumendo come base che ogni fbf &
sottoformula di se stessa e iterando ricorsivamente la nozione di sottoformula immediata.

22 Sulle definizioni induttive si veda la lezione III, in particolare il §4.
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Le occorrenze di una variabile x nel campo d’azione di un quantificatore con indice x
sono vincolate dal quantificatore. Una fbf in cui tutte le occorrenze delle variabili individuali
sono o indice di un quantificatore o vincolate da un quantificatore & detta chiusa o enunciato
(e tutte le fbf con le quali si formalizzano proposizioni del linguaggio comune o matematico
sono enunciati).

Definizioni come quelle di termine e di fbf consentono di associare a ciascun termine
o fbf il suo albero di formazione, una struttura?3 che indica i passi con i quali il termine o la
fof & costruito partendo dagli elementi iniziali (costanti e variabili individuali nel caso dei
termini, fbf atomiche nel caso delle fbf). Senza entrare ora in troppi dettagli, scriviamo
direttamente gli alberi di formazione di alcuni termini introdotti nel §2:

1 fa

2 f(ab)

(3)  f(gla,b)

@) f(g@)

(5)  flg(a)fbc))

(6)  f(g(g(a,b),n(a,l(b))))

a a b a b a
) fab) g(ab) 0
f(g(ab) f(g(2))

23 Un albero & un insieme, i cui elementi sono detti nodi, dotato di una relazione binaria R (se aRb si dice che “a
sta sotto b” o “b sta sopra a”; e si dice che “a sta immediatamente sotto b” se a sta sotto b € non esiste alcun
nodo che sta sopra a e sotto b) che soddisfa le seguenti proprieta:

(1) R & transitiva (se a sta sotto b e b sta sotto ¢ allora a sta sotto ¢);

(2) R & irriflessiva (nessun nodo sta sotto se stesso);

(3) esiste un unico nodo, detto radice, che sta sotto tutti gli altri;

(4) se a sta sotto b esiste un’unica successione finita di nodi Cps Corery C tale che ¢, =48, ¢ = be ¢, sta

immediatamente sottoc, ,perognihdalak—1.

h+1?
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a b c b
N\
g(a) flbe) a | b a 1(b)
f(g(a).f(b,c)) g(a,b) h(a,l(b))
NS
g(g(a,b),h(a,l(b)))

f(g(g(a,b).h(a,l(b))))

Alla radice di questi alberi figura il termine costruito, nelle foglie (ossia i nodi che non stanno
sotto ad alcun altro nodo) i termini iniziali (costanti o variabili individuali) e negli altri nodi i
termini intermedi. L’albero di formazione di un termine, se si precisano le modalitad di
costruzione, & essenzialmente unico. Ad ogni albero, e quindi ad ogni termine, si pud
associare un numero naturale, detto altezza dell’albero, che & il massimo numero di tratti che

figurano nei rami dell’albero (un ramo & un tragitto dalla radice a una foglia). Gli ultimi due
alberi hanno altezza 2 e 4 rispettivamente.

Analogo discorso si pud ripetere a proposito delle fbf. Vediamo gli alberi di
formazione delle seguenti fbf:

1) (VRax—(Jy(Pya(=(QyvRyb)))))
@) (VxRax)—>(Fy(Pyar—((QyvRyb)))))
G (VxRax—(EyPy)A(—Qy)VRyb))
@) (VxRax)—(@Ay(PyA(=Qy)))VRyb))



NSNS

(QyvRyb) (QyvRyb)

(—=(QyVRyb)) (-w(QyVRyb))

NSNS

(PyA(—(QyvRyb))) Rax (PyA(—=(QyVvRyb)))

Rax @y(PyAa(=(QyvRyb)))) (VxRax) (Ay(PyA(—~(QyvRyb))))

NSNS

Rax—>(Jy(Pyr(=(QyvRyb)))))  ((VxRax)—>@y(Pyr(—=(QyvRyb)))))

(Vx(Rax—(3 y(PyA(=(QyVvRyb))))))

Qy : Qy
Py (ﬁQy) (=Qy)
\/
(@yPy) - (=Qy)VRyb) (PyA(=Qy)
\/
Rax (@ PYOAEQVRD)  Rax @YYA-Q))
\/
(Rax—>((FyPy)A((—=Qy)VRyb))) (VxRax) (Qy(PyA(=Qy)))vRyb)
\/
(Vx(Rax—((@yPy)A((—Qy)VRyb)))) ((VxRaX)%((3y(PyA(ﬁQy)))vRyb)) :
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Alla radice figura la fbf, nelle foglie le fbf atomiche ¢ negli altri nodi le fbf intermedie
e, quindi, nell’albero figurano tutte le sottoformule della fbf. Ogni nodo “sta sotto” alle sue
sottoformule immediate. La (1) ha altezza 6, 1a (2), 1a (3) e 1a (4) hanno altezza 5 24,

Si pud fin d’ora osservare come nelle fbf compaiano molte coppie di parentesi. Si
possono introdurre delle convenzioni per eliminare alcune coppie di parentesi, conservando
tuttavia la “lettura” univoca della fbf: si suppone che la negazione e i quantificatori leghino
piu strettamente della congiunzione e della disgiunzibne, che, a loro volta, leghino pil
strettamente del condizionale; inoltre, le parentesi pitl esterne possono essere soppresse?3.
Con queste convenzioni le quattro fbf precedenti si possono scrivere nel modo seguente:

(1) Vx(Rax— Iy(Pya—(QyvRyb)))
2) VxRax—3y(PyA—(QyVvRyb))
3)  Vx(Rax—@yPyA(-QyvRyb))
(4 VxRax—(3y(PyaA—Qy)vRyb)

Osserviamo infine che (1) e (2) sono enunciati (tutte le occorrenze di X ey sono
vincolate), la (3) € una fbf aperta (le ultime due occorrenze di y sono libere) ¢ la (4) & una fbf
aperta (I’ultima occorrenza di y ¢ libera).

5. Complemento: costanti logiche e linguaggio comune
Nei paragrafi precedenti abbiamo illustrato il linguaggio artificiale con il quale si esprimono
vari tipi di proposizioni che intervengono nei ragionamenti. Nel seguito del corso si
analizzerd come mediante questo linguaggio si possa “modellare” attivita deduttiva. E’
opportuno ora sottolineare come la “traduzione” dei ragionamenti nel linguaggio formale sia
un’operazione complessa, che richiede ’esplicitazione dell’effettivo significato delle
proposizioni del linguaggio naturale o matematico. Infatti, il linguaggio comune non &
articolato primariamente per svolgere ragionamenti; anzi, da questo punto di vista, & alquanto
carente a causa delle sue ridondanze, sfumature e persino ambiguita. Molto spesso la “forma
logica” delle proposizioni non solo & tutt’altro che trasparente, ma anche in contrasto con la
lettura sintattica superficiale. Cid & particolarmente evidente se si esamina come sono
impiegati i connettivi nel linguaggio naturale.

Consideriamo la congiunzione “e”. In molti casi “e” congiunge due proposizioni ¢ ha
il significato vero-funzionale che corrisponde alla tavola di A (ed & per questo che leggiamo

24 1e questioni relative agli alberi di formazione e alle proprieta sintattiche del linguaggio della logica dei
predicati saranno riprese nella prossima lezione.

251n precedenza abbxamo gia adottato queste convenzmm per scrivere le formalizzazioni delle proposmom del
linguaggio comune.
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«g” il simbolo A). Non vale pero il viceversa, ossia molte occorrenze di “e” non possono

essere “tradotte” con AZ26. La proposizione:
“T numeri 4 e 8 sono pari”
equivale a:
“4 & pari e 8 & pari”

e la “¢” & vero-funzionale e pud essere “tradotta” con A.
La proposizione “Gli angoli di 60° e 30° cono complementari”, che ha la stessa

N ~

struttura grammaticale, non ha il significato di “60° & complementare e 30° &
complementare”, ma di “60° & complementare di 30° e 30° & complementare di 60°” (e la “e”
& vero funzionale).

In “Elisa e Franco sono una bella coppia” non si pud distribuire il predicato sui singoli
individui. Cosi, con “La maglia del Milan & rossa e nera” non si intende affermare “La maglia
del Milan & rassa e la maglia del Milan & nera”. In “Sono andato alla stazione e ho preso il
treno” 1’uso di “e” non & vero-funzionale in quanto la verita della proposizione non dipende
unicamente dalla verita dei congiunti (“Sono andato alla stazione”, “Ho preso il treno”), ma
anche dalla loro successione temporale (e infatti & diverso dire “Ho preso il treno e sono
andato alla stazione”, ¢ la non validita della proprietd commutativa testimonia la non vero-
funzionalita di “e” e la sua non “traducibilitd” con A).

Nel caso della disgiunzione “o0” la situazione & ancora pill complessa. Si & gia visto
che, anche restando nell’ambito della vero-funzionalita, con “o” si pud intendere sia v (vel),
sia + (aut), sia NAND (o incompatibile). L’uso di “o0” nel linguaggio comune, quindi, & in-

trinsecamente ambiguo.

Persino 1’uso del “non” pud riservare sorprese. “Non ho visto niente” non equivale a
p

“Ho visto qualcosa” (come sancito dalla regola di doppia negazione), “Non desidero partire”
non & la negazione di “Desidero partire”, ma significa “Desidero non partire”. Si tenga
presente che la negazione di “Ogni quadrato & un rettangolo” non & “Nessun quadrato ¢ un
rettangolo”, ma “Esiste un quadrato che non & un rettangolo”.

11 connettivo ché solleva il maggior numero di difficolta & il condizionale —, il quale

88

viene letto “se..., allora...”. Il fatto & che, nel linguaggio comune, “se..., allora...” viene

solitamente impiegato proprio per esprimere un nesso (causale) tra i contenuti

26 Con A si possono tradurre altri connettivi del linguaggio comune. In genere, “ma” si pud tradurre con A (3

& dispari, ma 4 & pari”), come-pure “mentre” (“3 & dispari, mentre 4 & pari”) quando non ha anche il significato
temporale (come in “Mentre mangio, guardo la TV”).
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dell’antecedente e del conseguente, e quindi il valore di verita di una proposizione del tipo
“se A, allora B” deriva dal sussistere o meno di tale nesso (e non solo dal valore di verita di A
e di B); in altri termini, gli usi del “se..., allora...” sono molto spesso non vero-funzionali. La
tavola di verita del condizionale materiale corrisponde, come si & detto, all’uso del “se...,
allora...” che si adotta nel ragionamento matematico. E’ noto infatti che la gran parte del
teoremi matematici ha proprio la forma “se A (ipotesi), allora B (tesi)” e che per dimostrare la
validita di un teorema si accetta di procedere “per assurdo”. Si suppone che il teorema sia
falso (cio¢ che “se A, allora B” abbia valore di verita F) e si pone che A (I’ipotesi) sia vera ¢
B (la tesi) falsa. Si ammette quindi che I'unico caso in cui “se A, allora B” ha valore di verita
F ¢ quando A ha valorc’V e B ha valore F (proprio come sancito nella tavola di verita di — ).

A ulteriore riprova della adeguatezza della tavola di veritd di —, consideriamo la
proposizione aritmetica:

“per ogni X € per ogni y, se x € divisore di y, allora x & divisore di 2y”.

Essa, come € noto, € vera nei numeri naturali, quindi, trattandosi di una proposizione
quantificata universalmente, devono essere veri tutti i suoi casi particolari (ottenuti
sostituendo i nomi dei numeri naturali al posto delle variabili individuali Xe y).

Sono quindi vere:

“se 3 & divisore di 9, allora 3 & divisore di 18” @)
“se 6 & divisore di 9, allora 6 & divisore di 18” (ii)

=  “se5edivisore di 9, allora 5 & divisore di 18” (iii)

Pertanto il condizionale ha valore V quando antecedente e conseguente hanno valore V (i),
quando I’antecedente ha valore F e il conseguente ha valore V (ii) e quando sia I’antecedente
che il conseguente hanno valore F (iii). ‘

Al posto di “se A, allora B”, si usano anche:

se A, B”; “B, se A”; “A solo se B”; “A ¢ condizione sufficiente per B”;
“B ¢ condizione necessaria per A”; “B supposto che A”; “solo se B, allora A”.

Il bicondizionale “A se e solo se B” equivale a “se A, allora B” e “se B, allora A”. Si
osservi che, in “A se e solo se B”, il primo “s¢” (“A, se B”) indica il secondo condizionale
(“se B, allora A”), mentre il “solo se¢” indica il primo condizionale (“se A, allora B”).

A se e solo se B”, essendo la congiunzione delle due proposizioni “A & condizione
necessaria per B” (“se B, allora A”) e “A ¢& condizione sufficiente per B”. (“se A, allora B”) si
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esprime anche “A & condizione necessaria e sufficiente per B” (“condizione necessaria e
sufficiente affinché B & A”).

A differenza del condizionale, il bicondizionale & commutativo, per cui le precedenti
proposizioni equivalgono anche a “B & condizione necessaria e sufficiente per A”
(“condizione necessaria e sufficiente affinché A & B”) in cui la condizione necessaria & il
condizionale “se A, allora B” e la condizione sufficiente & il condizionale “se B, allora A”.

Quando vale il condizionale “se A, allora B” (che & equivélente al suo contronominale
“se non B, allora non A”), ma non vale il condizionale inverso “se B, allora A”, per
sottolineare la dissimmetria che si instaura fra le proposizioni A e B, si dice talora “A &
condizione sufficiente, ma non necessaria, per B”, “B & condizione necessaria, ma non
sufficiente, per A”. '

Notiamo ancora che, spesso, sui testi si fa confusione tra il condizionale (che ¢ un
connettivo) e I’implicazione o deducibilith (che & una relazione fra proposizioni). Spetta
proprio all’indagine logica evidenziare i rapporti tra i due concetti.

Potrernmo fare molti altri esempi per sottolineare come nel linguaggio logico
artificiale si riflettano solo alcuni aspetti del linguaggio naturale. Si puo dire che la logica
studia “modelli” ideali in modo per certi aspetti analogo a come la fisica studia i corpi rigidi e
i gas perfetti, i quali non esistono in natura, ma possono fornire informazioni preziose, tanto
piti utili nella pratica quanto piti i corpi e i gas reali si trovano in determinate situazioni
fisiche. Il “modello”, infatti, contiene dei costrutti teorici che si possono far corrispondere a
entitd pitt o meno osservabili degli oggetti reali. Cosi il linguaggio della logica dei predicati
contiene degli elementi che si possono far corrispondere a espressioni del linguaggio naturale
e, mediante 1a formalizzazione, si ottengono informazioni sui nessi logici fra le proposizioni,
tanto pill utili quanto pilt adeguata ¢ stata la “traduzione” formale?7.

6. Conclusione )
Il problema di stabilire la correttezza dei ragionamenti proposti all’inizio del §2 si pud ora
tradurre in quello di determinare se:

(a) da Pa — (Qb A Qb"), (Qbv Qb’) > Ra’ segue logicamente —Ra’ — —Pa;
® da = Pa— (QbvQb’),(QbAQb)——-Ra seguelogicamente Ra”— —Pa;
©) da Vx(Rxa — Px), Rba segue logicamente Pb;

(d) da Vx(Px — Qx),Vx(Qx — Rx) segue logicamente Vx(Px — Rx);

27 Altre considerazioni riguardano i quantificatori. L’uso di “alcuni” & emblematico. La sua traduzione con E.é
lecita solo quando & usato con il significato di “esiste'almeno un”. Spesso “alcuni” & invece usato con il sigm—_
ficato di “pi1 di uno e non tutti”: quando diciamo “Alcuni di noi sono minorenni” intendiamo dire chevie p.iit di
un minorenne e anche che vi sono tra noi alcuni che sono maggiorenni (altrimenti avremmo detto “Tutti siamo

minorenni”); in questo caso non & lecita la traduzione con 3.
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(e) da Ix(Px A Qx), Vx(Px — Rxa) segue logicamente Jx(Rxa A Qx).

Le tecniche per affrontare queste questioni saranno approfondite nel seguito del corso.
Per concludere questa lezione esaminiamo brevemente come si pud procedere nel caso dei
primi due. : s

In (a) e (b) figurano quattro formule atomiche chiuse (Pa, Qb, Qb’, Ra’) le quali, a
seconda del significato attribuito alle costanti individuali e predicative (tutte a un solo
argomento) possono risultare vere o false.

Per vedere se (a) €& corretto occorre esaminare se, ogniqualvolta sono vere le due
premesse, € vera la conclusione. Servendoci delle tavole di veritd dei connettivi?® (§3)
possiamo esaminare, in corrispondenza di tutte le possibili assegnazioni di valori di verita alle
quattro formule atomiche, se, quando le premesse sono vere, & vera anche la conclusione.

Si puo procedere in un altro modo supponendo che le premesse siano vere e la
conclusione falsa. Se la cqnclusione ¢ falsa, ossia —Ra’ — —Pa ha valore di verita F, allora,
ricordando la tavola di verita del condizionale, deve essere —Ra’ vera e —Pa falsa, ossia Ra’
falsa e Pa vera. Se Pa ¢ vera, avendo supposta vera la prima premessa, sempre per la tavola di
verita del condizionale materiale, deve essere vera Qb A Qb’, ossia, per la tavola di: verita
della congiunzione, Qb e Qb’ devono essere entrambe vere. Ma, allora, per la tavola della
disgiunzione, ¢ vera Qb v Qb’, e, avendo supposta vera la seconda premessa, si ottiene che
Ra’ deve essere vera. Si & ottenuta una contraddizione, ossia che Ra’ ¢ al contempo falsa e
vera. Quindi, non pud darsi il caso che le premesse siano vere e la conclusione falsa-e,
pestanto, sussiste il nesso di conseguenza logica.

Procediamo analogamente nel caso di (b) supponendo che le premesse siano vere e la
conclusione falsa. Se la conclusione & falsa (Ra’ — —Pa ha valore di verita F), allora Ra’ ¢
vera e —Pa falsa, ossia Ra’ e Pa sono entrambe vere. Se Pa & vera, avendo supposta vera la
prima premessa, si deduce che Qb v Qb’ & vera e, quindi, che almeno una tra Qb e Qb’ &
vera. Ora, se Qb & vera e Qb’ falsa, Qb A Qb’ ¢ falsa e cid non contraddice la verita della
seconda premessa. A differenza del caso precedente non si & pervenuti ad alcuna
contraddizione: se Pa, Qb e Ra’ sono vere ¢ Qb’ falsa le due premesse sono vere e la

conclusione falsa. Pertanto, il nesso di conseguenza logica non sussiste e il ragionamento non
¢ corretto.

28 In effetti, nel caso di (a) e (b), si tratta di ragionamenti a “livello proposizionale” nel senso che il sussistere
del nesso (eventuale) di conseguenza logica dipende solo dai nessi tra le proposizioni atomiche che intervengono
nelle premesse e nella conclusione, ¢ non dalla loro forma specifica. Sarebbe stata sufficiente una
formalizzazione “meno fine: .

(a). DaA— (B AC),(BvC)— Dsegue logicamente -D — —A;

(by DaA—o(BvC) BAC)—> D segue logicamente D — —A.

51



Numeri naturali e Principio di Induzione

DARIO PALLADINO
Dipartimento di Filosofia
Universita di Genova
via Balbi 4
16126, Genova

N

1. 11 principio di induzione completa
Consideriamo la somma dei primi n numeri dispari:

1+3=4=22;
143+5=9=32;
1+3+5+7=16=4%;

© 1+3+5+7+9=25=52;

*6: 1+3+5+7+9+11=36=6%;

2 B B B3 B
]
[V S )

Sorge allora spontanea la congettura:

“la somma dei primi n numeri dispari & uguale a n%”.

Tuttavia, per dimostrare che la congettura & un teorema, ossia vale qualsiasi sia il

numero naturale n, non & sufficiente aver esaminato un numero finito, anche enorme, di casi

particolari.

La storia della matematica & piena di abbagli induttivi presi anche da eminenti
matematici: proprieta vere per certi valori di n non sono vere per ogni n. Vediamo alcuni

esempil.

11a bibliografia sul principio di induzione & molto vasta. La maggior parte degli esempi che qui proporremo &
tratta da I. S. Sominsky, Il metodo di induzione matematica, Progresso Tecnico Editoriale, Milano, 1964, ¢ L.
I. Golovina e I. M. Yaglom, L’induzione in geometria, Progresso Tecnico Editoriale, Milano, 1966. Rinviamo
all’ampia bibliografia del saggio M. Ferrari, “L’induzione matematica: storia ¢ didattica”, Atti del Convegno
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Consideriamo i numeri della forma 22n+ 1.Pern=0,1,2,3 edsi ottengono numeri
primi:
4
123, 2'41=5 2P+1=17; 28+1=25T; 22+ 1=65537.
Fermat congetturd che tutti i numeri di tale forma fossero primi, ma Eulero, un secolo
pil tardi, scopri che:

22’4 1 = 4294967297 = 641 X 6700417,
¢ quindi non & primo.

1l matematico sovietico D. A. Grave formuld la congettura che tutti i numeri della

forma 2P~! — 1 con p numero primo non fossero divisibili per p2 (dopo averla verificata per 1
T 2

numeri primi minori di 1000). In seguito si trovd che 21092 _ 1 & divisibile per 1093 (e 1093

& un numero primo) e quindi che la congettura & falsa.

Se consideriamo la proprieta:
“il numero n® — 79n + 1601 & primo”

essa € vera per‘n =1, 2, 3,... fino an =79. Tuttavia per n = 80 & falsa, in quanto 802 — 79 x 80
+ 1601 = 1681 = 412,

Come ultimo esempio, se nell’espressione 991n2 + 1 si sostituiscono i valorin = 1, 2,
3,... non si ottiene mai un quadrato perfetto fino a quando non si sostituisce un numero molto

grande di 29 cifre 2.

Questi esempi dimostrano- che una proprieta P(n) pud valere per moltissimi casi
particolari, senza essere valida in generale. A differenza di quanto avviene nelle scienze
sperimentali in cui si accetta I’induzione per enumerazione semplice, ossia la constatazione
empirica di un gran numero di casi & ritenuta sufficiente per stabilire leggi di validita

generale, in matematica, per poter dichiarare vera una proposizione del tipo:

“per ogni numero naturale n, P(n)”

i “ i ] » i [ io della scomparsa di Luigi
Internazionale “Cultura matematica e insegnamento” nel decimo anniversario della sc di Luig
Campedelli (30-31 maggio e 1 giugno 1988), Firenze, 1989, pp. 119-138, il quale contiene interessanti notizie
storiche e considerazioni didattiche sul principio di induziene.- . ’

2 E precisamente n = 12055735790331359447442538767.
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(ossia la verita di ciascuna proposizione nell' elenco infinito P(0), P(1), P(2), P(3),..., P(n),...)
non & sufficiente averla verificata per un numero finito di casi particolari, ma si ricorre al
seguente principio, detto di induzione completa :

se una proprieta P(n) vale per il numero zero (vale P(0))-e, quando vale per un arbitrario
numero naturale k, vale per il successivo k + 1 (se P(k), allora P(k + 1)), allora la proprieta
vale per tutti i numeri naturali.

Servendoci delle costanti logiche introdotte nella lezione precedente possiamo
schematizzare tale principio nel modo seguente:

A) PO
Vk(PKk) — Pk + 1))
¥n P(n)

dove k e n (da ora in poi) sono variabili numeriche.
La prima premessa, cioé P{0), & detta base dell’induzione, la seconda premessa il
passo dell’induzione e I'ipotesi P(k) del passo prende il nome di ipotesi induttiva.

Intuitivamente, la base assicura che il primo numero naturale, ciog 0, ha la proprieta in

questione, e il passo che la proprietd si trasmette da ogni numero al successivo: poiché
iterando I’operazione di passaggio al successivo partendo da 0 si raggiungono via via tutti i
numeri naturali, si conclude che la proprieta vale per tutti i numeri naturali;
- La validita del principio di induzione si basa sulla struttura dei numeri naturali e,
quindi, non & un prihcipio di natura puramente logica3. '
Nonostante il nome di “principio di induzione” si tratta di uno strumento per compiere
deduzioni, per dimostrare teoremi sui numeri e, in un certo senso, caratterizza i numeri

naturali, tanto & vero che & comunemente assunto tra gli assiomi delle teorie assiomatiche per
I’aritmetica#.

3 Anche se lo abbiamo rappresentato schematicamente come i.ragionamenti corretti della lezione precedente,
esso non ha validita generale, ossia qualsiasi siano i suoi contenuti, ma, come si & detto, vale per i numeri
naturali. '

E’ il quinto assioma delle celebre assiomatizzazione dell’aritmetica di Peano. La formalizzazione
dell’aritmetica e le questioni logiche collegate con la formalizzazione del principio di induzione saranno
esaminate in una lezione successiva. Per una panoramica di queste questioni vedi G. Lolli, “Il principio di
induzione”, Notiziario dell’Unione Matematica Italiana, Supplemento n.5, maggio 1993, pp. 65-98 (contenente
anche una breve storia del principio) e la relativa bibliografia. Vedi anche V. M. Abrusci, “Due noté sul
principio di induzione matematica”, Atti del Congresso Nazionale di Logica, Montecatini Terme, 1-5 ottobre
1979, Bibliopolis, Napoli, 1981, pp. 55-77. - : : :

55



1l principio di induzione completa pud essere formulato anche in termini di insiemi di

numeri naturaliS:

se S & un insieme di numeri naturali tale che 0 € S esek € S,allorak+l € S, alloraS=N
(informula: ScN A 0eS A Vkke S—k+1eS) —» S=N)

Talvolta capita che la base, anziché P(0), sia P(1), o P(2) o, in generale, P(h); in
questo caso la conclusione & rispettivamente per ogni n > 1 vale P(n), per ogni n 22 vale P(n),

per ogni n > h vale P(n)6:
P(h)
Vk = h (P(k) — P(k+1))
Vn > h P(n)

Vediamo ora alcuni esempi di applicazione del principio di induzione completa.

ESEMPIO 1 Dimostrare che per ogni numero naturale n 2 1, la somma dei primi n numeri
n(n+1)

naturali e
n(n+1)

perogninzlvalePm)=1+2+3+..+n= 2

1x2 . .
Base. P()e 1= —7 > 0ssia 1 =1, e la base ¢ dimostrata.
Passo. Nel passo si assume come ipotesi (ipotesi induttiva) che valga P(k), ossia:

1+2+3+...+k=&k2+—12,

e si deve dimostrare P(k + 1):

(k+1)(k+2)

1+2+3+..+k+k+1D= >

5 Si ricordi quanto esposto nella prima lezione relativamente all’identificazione delle proprieta con i
sottoinsiemi. Nell’ambito della teoria degli insiemi si pone:

0=g n+tl=nu (n}
¢ si assume 1’assioma dell’infinito: esiste un insieme S tale che

0e SAVkke S —>k+leS).
Si definisce poi I'insieme dei numeri naturali come I’intersezione (ossia il pilt piccolo) di tutti gli insiemi che
hanno quest’ultima proprietd. E’ allora immediato verificare che i numeri naturali soddisfano il principio di
induzione proprio per come sono definiti. )
6 Questa forma di induzione da h (compreso) in avanti si riconduce immediatamente alla precedente applicando
quest’ultima alla proprieta P(h+n). '
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A tal fine basta aggiungere (k + 1) ad ambo i membri di P(k) e svolgere i calcoli nel secondo
membro:

14243+ +k+k+ = SEHD 0o k(k”)gz(k”) -
(k+1)(k+2)
et

Per il principio di induzione completa la proprieta ¢ dimostrata.
ESEMPIO 2 Dimostrare che la somma dei primin numeri dispari é uguale a n2:
perogni n22vale Pm)= 1+3+5+..+@n—1)=n%

Base.P(2)e1+3= 22 ossiad=4e quindi & ovvia’. »
Passo. Se vale P(k): - Z

1+3+5+..+ k-1 =K%

allora, aggiungendo (2k + 1) ad ambo i membri, si ottiene:
1+34+5+..+2k—D+Qk+1)=k>+2k+ 1 =(k + 1)%,

ossia P(k + 1), e il passo & dimostrato.

ESBMPIO 3 Dimostrare che, per ogni n21, vale‘ P(n) = “n3 + 11n & divisibile per 6”.

Base. P(1) vale poiché 1 + 11 = 12 ¢ divisibile per 6.
Passo. Supponiamo che valga P(k), ossia che il numero k3 + 11k sia divisibile per 6, e
consideriamo (k + 1)3 + 11(k + 1). Svolgendo i calcoli si ha:

K +3k2+3k+1+ 11k +11,
ossia

K2 + 11k + 3(k% + k + 4).

7la base, molto spesso, si riduce ad una banale verifica, in quanto si tratta di constatare che un dato numero (di
solito 0 o 1) soddisfa la proprieta. Non bisogna tuttavia sottovalutarla in quanto costituisce il punto di inizio, il
fondamento, del procedimento induttivo. Consideriamo, ad esempio, la proprieta: “Ogni numero n & uguale al
suo successivo (n = n+1)” evidentemente falsa. Relativamente ad essa si pud dimostrare il passo (se la proprieta
vale per un certo k (k= k+1), ne segue subito che k+1 = (k+1)+1, ossia k+1 = k+2, e la proprieta vale per k+1),
ma non vale ]a base.
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Essendo, per ipotesi induttiva, k® + 11k multiplo di 6, per dimostrare P(k + 1) basta
dimostrare che ?)(k2 +k + 4) & multiplo di 6, ossia che kKZ+k+42 pari.

Per dimostrare che k? + k + 4 & pari (e quindi concludere la dimostrazione), si pud
osservare che, se k & pari, allora k2 & pari e quindi k? + k + 4 & pari in quanto somma di tre
numeri pari, mentre, se k ¢ dispari, anche k%2 dispari, e quindi kK2 +ke pari, ¢ allora lo &
anche k? +k +4. '

Oppure si pud nuovamente procedere per induzione:
Poniamo Q(n) = “n% + n+4 2 pari”.

Base. Vale Q(0) in quanto 4 ¢ pari.
Passo.Sek®> +k+4¢& pari, allora (k + 1)z +k+1)+4= (k2 +k +4) + 2k + 6 & pari essendo
somma di k? +k +4 (pari per ipotesi induttiva) e 2k + 6 = 2(k + 3) (anch’esso pari).

Quindi, se vale Q(k), vale Q(k + 1) e allora, per ogni n, n2+n+48 pari.

ESEMPIO 4 Dimostrare che il prodotto di tre numeri naturali consecutivi & multiplo di 6.

Posto n il numero di mezzo dei tre consecutivi, si tratta di dimostrare che, per ogni n 2 1, vale
P(n) =“(n— 1) n (n + 1) & multiplo di 67, ossia, “n” — n & multiplo di 6”.

Base. Dato che 0 & multiplo di 6, P(1) & verificata.

Passo. Se vale P(k), ossia se K — k & multiplo di 6, consideriamo (k + %= (k + 1) che &
uguale a (k> — k) + 3k(k + 1). Ora, k> - k & multiplo di 6 per ipotesi induttiva e 3k(k + 1) &
multiplo di 6 poiché almeno uno dei due numeri consecutivi k e k + 1 & pari. Quindi il
numero (k + 1) - (k + 1), essendo somma di due numeri multipli di 6, & multiplo di 6, e

quindi vale Ptk + 1)8.
ESEMPIO 5 Dimostrare che, per ogni n, n° — n & multiplo di 30.

La proprieta si verifica subito per i primi valori di n. Supponiamo che valga per k e
consideriamo: ‘

(k+1)°—(k+1)=k>+5k* + 10k + 10k> + Sk + 1 -k - 1 =,
K5 -k + 5(k* + 2> + 2k? + k).

Essendo, per ipotesi induttiva, K-k multiplo di 30, basta dimostrare che K*+ 2K + 2K + k

& multiplo di 6. Dimostriamo allora per induzione che, per ogni n, vale:

8 Dal punto di vista didattico si osservi che non sempre, per dimostrare una proprieta valida per tutti i numeri
naturali, il ricorso al principio di induzione sia necessario. In questo esempio la tesi si ottiene piil rapidamente - &
pilt elegantemente - osservando che di tre numeri consecutivi almeno uno & pari e uno & multiplo di 3.
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Q(n) = “n* + 20> + 2n? + n & multiplo di 6”.
La proprieta vale per i primi valori di n. Supponiamo che valga per k e consideriamo:

k+D*+2k+ 13420k + D2+ (k+ 1) =, }
K +4Kk3 +6k® +4k + 1 +2k3 +6kZ + 6k + 2 + 2k + 4k + 2 +k+ 1 =
K4+ 2K3 + 2k + k + 2(2k3 + 6k% + Tk + 3). '

Essendo, per ipotesi induttiva, k* + 2k> + 2k? + k multiplo di 6, & sufficiente dimostrare che
2k3 + 6k? + 7k + 3 & multiplo di 3.

Dimostriamo allora, sempre applicando il principio di induzione, che, per ogni n, vale:
R(n) = “2n® + 6n? + 7n + 3 & multiplo di 3.
La proprieta vale per i primi valori di n. Supponiamo che valga per k e consideriamo:

2k + 12 +6(k+ 12+ 7k+1D+3=
2k + 6k +6k+2+6k>+ 12k +6+Tk+T+3=
2k3 + 6k% + 7k + 3 + 3(2k? + 6k + 5)

Essendo, per I'ipotesi induttiva, 2k’ + 6k + 7k + 3 multiplo di 3 e 3(2k?+ 6k + 5) multiplo di
3, R(k + 1) & dimostrata. ' '

ESEMPIO 6 Dimostrare che, per ognin> 1,7 x 57! 4+ 25" & multiplo di 17.

Base. Pern =1si ha 35 + 16 = 51 che ¢ multiplo di 17.
Passo. Supponiamo che la proprieta valga per k, ossia che si abbia:

7 x 521 4 23+ — % 17, cioe 22K = h x 17 = 7 x 5%,
Per k + 1 si ha:
7% 52(k+l)—l + 23(k+1)+l =7x 52k+1 + 23k+4 =7 %25 % 52k—1 +8% 23k+1

e, sostituendo;
7x 520D 30 2 175 5 5% L hx 17 x 8 - 56 x 5% =
119x 5™ T4+ hx17x8

che & multiplo di 17 (essendo 119 =17 x 7).
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ESEMPIO 7 Se a e b sono due numeri naturali (con b > 0), esistono due numeri naturali q e

taliche a=bg+rer<b.
Si procede per induzione su a, ossia si considera la proprieta:
P(a) = “per ogni b > 0 esistono g e r con r< b tali che a=bq +1”.

Base. P(1) = “per ogni b > 0 esistono q e r conr< b tali che 1 =bq +1”.
Se b= 1bastaprendereq=1ler=0ealloral=bq+rconr<b.
Se b > 1 basta prendere q=0er=1ealloral=bq+rconr<b.

Passo. Supponiamo che la proprieta valga per a e dimostriamola per a + 1.
Dato che per ogni b > 0 esistono g e r con r < b tali che a =bq + r, ne segue che:

a+1l=bgq+r+l.

Se r+1<b, ponendo q’= q e r’=r+1, allora a+1=bg’+r’ (con r’<b).
Se r+1=b, allora a+1=bq+b=b(q+1) e, ponendo q’= q+1 e r’=0, si ha a+1=bq’+r’ (con r’<b).

La proprietd P(n), pur contenendo una variabile numerica, pud anche non essere

riferita ai numeri naturali.
ESEMPIO 8 Sia X un numero reale > —1. Dimostrare che, per ogni n, risulta:
(1 +x)"=1+nx.

Base. Pér n=0sihal 21 che¢ vera.

Pusso. Supponiamo che la proprietd valga per k:
(1+x%> 1 +kx.

Dato che x > —1; | + x > O.¢, quindi, moltiplicando ambo i membri-per | + x, si ha:
A+ >+ k(1 +x) =1 +(k+‘l)x+kx2 >1+(k+ Dx

e il passo )é dimoslmlo.

ESEMPIO 9 Dimostrare che, per ogni numero reale x#kn, ¢ per ogni numero naturale nz 1,

vale:

. sen(2nx)
P(n)=cos x+cos3x+cosS5x+...+cos(2n—-1)x = ———
2sen x
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sen(2x) _ 2senx cosX

Base. P(1) & cosx =
2sen x 2sen X

= c0s X, € quindi vale.

Passo. Supponiamo che valga P(k):

cos X+cos3x+cosSx+...+cos(2k—-1)x = sen(2kx)

2sen x

¢ dimostriamo P(k+1):

cos X+cos3X+cos5x+...+cos(2k—1)x+cos(2k +1)x = sen(2k +2)x

2sen x

Si ha:

Cos X +C083X+cos5x+...+cos(2k—1)x+cos(2k +1)x =

2
= SRCIY s cos(ak+x = SLC | oogaix s x) =
2sen x 2sen X
2kx
=__sen( )+cos(2kx)cosx—sen(2kx)senx=
2sen'x :

sen(2kx)+cos(2kx)2sen xcosx—sen(2kx)25en2x _
2sen x -

sen(2kx)(1- 23en2x) +cos(2kx)2sen xcosx
2sen x B

sen(2kx)cos2x +cos(2kx)sen2x _ sen(2kx +2x) _sen(2k+2)x
2sen x 2senx a 2sen x

ESEMPIO 10 Dimostrare che, diviso il piano con n rette, si pu¢ colorare ciascuna régione in

rosso o nero il modo che regioni adiacenti (con un segmento in comune) siano di colore
diverso.

Base. La proprieta & ovvia per n = 1, poiché in tal caso si hanno solo due regioni (i due
semipiani) che possono essere colorati uno in rosso ¢ P’altro in nero.

Passo. Supponiamo che la proprieta valga per n = k, ossia quanido si sono tracciate k rette, €
dimostriamola per k + 1 rette. Consideriamo una retta r qualsiasi delle k + 1 e, sfruttando
I’ipotesi induttiva, coloriamo nel modo richiesto le regioni individuate dalle rette esclusa r

(che sono in numero di k). Consideriamo ora i due semipiani individuati da r e, in uno dei
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due, cambiamo il colore di tutte le regioni. Dimostriamo che la nuova colorazione soddisfa la
condizione richiesta. Consideriamo due regioni adiacenti. Se la retta che contiene il segmento
che le separa non & r, allora erano colorate in un modo diverso e continuano ad esserlo sia che
i loro colori siano rimasti inalterati, siano che siano stati entrambi cambiati. Se la retta che le
separa & r allora le due regioni avevano lo stesso colore prima del cambiamento € ora in una

delle due parti il colore & stato invertito.
ESEMPIO 11 Provare che il numero dei sottoinsiemi di un insieme finito di n elementi é 2",

Base. Se ’insieme A ha 0 elementi (n = 0), allora & I’insieme vuoto e, quindi, ha come unico
sottoinsieme I’insieme vuoto stesso, ossia il numero dei sottoinsiemi € 1 e 1 = 20 (se A haun
elemento, allora ha due sottoinsiemi, I’insieme, vuoto e A stesso e 2= 21).

Passo. Supponiamo che un insieme qualsiasi di k elementi abbia 2¥ sottoinsiemi e sia A un
insieme di k + 1 elementi. Si deve dimostrare che i sottoinsiemi di A sono 2%+ Consideriamo
un qualsiasi a € A. Dividiamo i sottoinsiemi di A in due classi disgiunte ponendo in una
classe i sottoinsiemi che non hanno a come elemento ¢ nell’altra i rimanenti (quelli che
contengono a). I sottoinsiemi della prima classe sono evidentemente i sottoinsiemi di A —
{a}, il quale ha k elementi e, quindi, per ipotesi induttiva, sono in numero di 2¥. Dato che vi &
una corrispondenza biunivoca tra le due classi di sottoinsiemi (se si fa corrispondere ad un
sottoinsieme della prima classe il sottoinsieme della seconda ottenuto aggiungendogli
I’elemento a, tale corrispondenza ¢ evidentemente iniettiva e suriettiva), anche i sottoinsiemi
della seconda classe sono 2X. In totale, i sottoinsiemi di A sono 2k 4 gk = gk+l

2. Induzione sul decorso dei valori, principio del minimo intero ¢ della discesa infinita
Un’altra formulazione del principio di induzione, detta induzione sul decorso dei valori, che &
poi quella pit frequentemente usata nelle dimostrazioni dei teoremi di logica, sfrutta
un’ipotesi induttiva (apparentemente) pit forte (anziché “indurre” dan an + | si “induce” da

tutti i predecessoridin+ lan+ 1):

se una proprieta P(n) vale per 0 e, quando vale per tutti i numeri naturali da 0 a k (estremi

inclusi) vale per k + 1, allora vale per tutti i numeri naturali.

Schematicamente:

(B) P(O) ,
Vk(P(0) A P(1) A..A P(k) = Ptk + 1))
Vn P(n) '
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o anche:

P(0)
Vk(Vm(m <k — P(m)) = P(k + 1)) _
Vn P(n)

Si pud dimostrare che questa nuova formulazione (B) & equivalente alla (A)
precedente?. Come nel caso precedente la base, anziché P(0), pud essere P(h), il passo:

Vk > h (Vm(h < m <k — P(m))— P(k + 1))

e allora la conclusione &€ V n>h P(n) .
Vi sono poi altre varianti in cui si considerano due o alcuni predecessori di k + 1,
anziché¢ il solo predecessore immediato k (prima formulazione) o tutti i predecessori (seconda

formulazione).

La seconda formulazione pud essere proposta in modo da avere una sola premessa
(senza la base):

se una proprieta P(n), quando vale per tutti i numeri naturali minori di k, vale perk, allora

_ vale per tutti i numeri naturali.

Schematicamente:

B’) VPO AP A...APKk-1) > PKk))
Vn P(n)

o anche:

Vk(V m(m < k— P(m)) — Pk))
¥n P(n)

? E ovvio che la nuova formulazione (B) implica la precedente formulazione (A): le basi coincidono e, se vale
il passo di (A), vale a maggior ragione il passo di (B). Quindi, se valgono le ipotesi di (A), valgono quellze di (B)
e, per (B), si pud .concludere che la proprieta vale per tutti i numeri, che & anche la conclusione di (A). ,
Per d'1mostrare I’implicazione inversa, ossia che (B) segue da (A), supponiamo di avere una proprieta P(n) che
sodghsfa le ipotesi della seconda formulazione (B) del principio di induzione.

Poniamo Q(n) = P(O)AP(1)A...AP(n). Per la prima ipotesi vale Q(0) (= P(0)). Supponiamo che valga Q(k) =
P(O)AP(I){\...AP(k), Per la seconda ipotesi si ha che vale P(k+1), e quindi vale P(O)AP(1)A...AP(K)AP(k+1) =
Q(k+1). Si ha dunque Q(0) e Vk(Q(k) — Q(k+1)). Dalla prima formulazione (A) del principio di induzione

(applicato a Q(n)) segue VnQ(n). Poiché, evidentemente, si ha ch P i
o etnaione g (B, e Q(n)—>P(n), da VnQ(n) segue VnP(n), ossia
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In questo caso 1’induzione procede dai numeri minori di k a k e non & necessaria la
base. Infatti, se vale il passo, dato che non vi sono numeri naturali minori di O, segue
banalmente P(0)10.

La versione insiemistica ¢:

se S é un insieme di numeri naturali tale che, se contiene i numeri naturali minori

di k allora contiene k, allora S coincide con Iinsieme dei numeri naturali
(in formula: S c N A Vk(Vm(m<k - me S)» ke S5)—>S= N)L

Una terza formulazione prende il nome di principio del minimo-intero :

(C) ogni insieme non vuoto di numeri naturali ha elemento minimo
(in formula: ScNAS# @ > Im(me SAVk(k<m k¢ 5))).

Essa & equivalente alle precedenti. L’equivalenza, in breve, si dimostra come segue.
Assumiamo il principio del minimo intero (C) e che una proprieta verifichi le premesse del
principio di induzione completa (A). Supponiamo, per assurdo, che non valga la conclusione
di (A), ossia che vi siano dei numeri naturali n per cui non valga P(n). Per (C) I’insieme S

“costituito dai numeri naturali per cui non vale P(n) non & vuoto, ¢ allora ha un minimo

elemento m (per cui non vale P(m)). Non pud essere m =0 in quanto, per ipotesi, vale P(0).

Ma allora m ha un predecessore m—1 per cui vale P(m — 1) (¢ssendo m il minimo numero per -

cui P(n) non vale). Ma, per la seconda ipotesi di (A), se vale P(m — 1), allora vale P(m), in
contraddizioné con quanto prima stabilito.

Per vedere 1’implicazione inversa assumiamo, per assurdo, che (C) non valga, ossia
che esista ﬁn sottoinsieme non vuoto S di N senza minimo elemento. Ragioniamo sul
complementare S’ di SinN. O e §’ in quanto, se 0 € S, allora ovviamente O sarebbe il
minimo di S. Se tutti i numeri fino a k compreso sono in S, allora anchek+1e&in S’
(altrimenti k + 1 sarebbe il minimo di S). Ma allora, per (B) (che & equivalente ad (A)), S’
= N, contro I’ipotesi che S non sia vuoto.

Una ulteriore formulazione del principio di induzione & il principio della discesa
infinita: per dimostrare che tutti i numeri naturali hanno una proprieta P(n) si fa vedere che,
se un numero naturale k non ha la proprieta (se vale —P(k)), allora vi & un numero naturale

10 ¥m(m < 0 — P(m)) vale perché la sua negazione equivale a 3m(m < 0 A —P(m)) che & falsa poiché non esiste
alcun numero naturale minore di 0.
11 g dimostri che anche questa variante della seconda formulazione del principio di induzione consegue dalla
prima formulazione (Avviamento: Dato 'insieme S che soddisfa S cNAVK(Vm(m<k—o me S) >k e S),si
consideri I’insieme:

S’ ={k: Vm(m<k—>me S)}
e sidimostriche S’ cSe0e §’ ek € S’ k+1eS’. Dalla prima formulazione segue che S’=N e, quindi, S=N.
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minore di k che non ha la proprieta. Siccome non esiste alcuna catena discendente infinita di
numeri naturali, si conclude che k non pud non avere la proprietd, e quindi, essendo k
generico, che tutti i numeri la possiedono. In formula: '

D) Vk(—=P(k)— Im(m < k A —P(m)))— VnP(n)

L’equivalenza con (C) ¢ quasi immediata: se vale I’ipotesi di (D), allora ’insieme S
dei numeri naturali per cui non vale la proprieta P(n), se non & vuoto, non ha minimo. Quindi,
per (C), S & vuoto, ossia vale VnP(n). Per il viceversa, procediamo per assurdo supponendo
che vi sia un sottoinsieme non vuoto di S di N senza minimo elemento. Sia P(n) la proprieta
di non appartenere a S (n ¢ S). Se vale —P(k), ossia k € S, dato che k non pud essere il
minimo di S, allora esiste m con m < k tale che m € S, ossia tale che —P(m). Per (D) segue
VnP(n), ossia Vn(n ¢ S), in contraddizione con I’ipotesi che S non sia vuoto.

ESEMPIO 1 Dimostrare che ogni numero naturale 2 2 si puo esprimere come prodotto di

numeri primi (prodotto che puo ridursi a un solo fattore).

La proprieta vale per 2 (che ¢ primo). Procediamo per induzione sul decorso dei valori
supponendo che la proprieta valga per 2, 3,..., k e dimostrandola per k + 1.

Se k + 1 & primo la proprieta ¢ immediata. Se k + 1 non & primo, allora si ha k + 1=rx s con
r, s < k. Per ipotesi induttiva r € s si possono esprimere come prodotto di primi e allora,
essendo un prodotto di prodotti ancora un prodotto, anche k + 1 & prodotto di primi.

ESEMPIO 2 Provare che, per ogni numero naturale n, esiste un numero naturale m tale che:
2 2 . N s
m°<n<(m+ 1) (esistenza della radice quadrata intera)

La dimostrazione ¢ immediata per n = 0 (basta porre m = 0) e per n = 1 (basta porre m = 1).
Supponiamo alloran > 2.

SiaS={k e N:k?>n}.
S non & vuoto in quanto n € S (per ogni n > 2, n? > n!2). Per il principio del minimo intero S
ha elemento minimo h. Dato cheh e S,h®>ne quindi h > 1.

Se poniamom=h- 1, m soddisfa le condizioni richieste:

m? < n (essendo h il minimo numero naturale il cui quadrato supera n)
n<(m+1)2=h? (datocheh e 8S).

12 Dimostrarlo per esercizio con il principio di induzione completa.
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ESEMPIO 3 Dimostrare che ogni insieme non vuoto di numeri naturali-superiormente

limitato é dotato di elemento massimo.

Sia S un sottoinsieme non vuoto di N superiormente limitato. L’insieme S’ dei maggioranti di
S (S’ ={keN:Vx(x € S— x <k)}) non & vuoto e, quindi, per il principio del minimo intero,
ha minimo elemento m. Non pud essere m = 0 altrimenti, essendo m maggiorante di S, S
dovrebbe essere vuoto contro I’ipotesi. Poniamo allora h = m — 1. Deve essere h € S (in
quanto, come & immediato verificare, se fosse h ¢ S, h sarebbe un maggiorante di S minore
del minimo dei maggioranti). Quindi h & il massimo di S (se vi fosse in S un elemento n
maggiore di h, sarebbe n 2 h + 1 = m contro il fatto che m & un maggiorante di S).

ESEMPIO 4 Dimostrare che \2 & irraziohale.

Si tratta di far vedere che non esistono due numeri naturali a e b tali che a% = 2b%. Sia P(n) =
—3h(n? = 2h?). Procediamo applicando il principio della discesa infinita. Supponiamo che
valga —P(k), ossia che esista un numero h (che risulta minore di k) tale che k% = 2h%. Ma
allora k & pari; posto k = 2s, ne segue che 4s2 = 2h?, ossia h? = 252, e quindi vale —P(h). Per il
principio ‘della discesa infinita (D) segue Vn—3h(n® = 2h?), ossia VnVh(n? # 2h?), che &

quanto si voleva dimostrare.

3. Definizioni induttive

I procedimenti induttivi possono essere utilizzati anche per definire. Accanto al principio di
induzione completa (e alle formulazioni ad esso equivalenti), il quale ¢ essenzialmente uno
strumento per dimostrare proposizioni ‘quantificate universalmente, si pud enunciare un
“principio di definizione per induzione (o ricorrenza) largamente usato in aritmetica e nelle
applicazioni (soprattutto in Informatica).

Partiamo da un esempio molto elementare.

Supponiamo di voler calcolare le permutazioni P di n oggetti distinti. La soluzione
non & immediata se gi3 non si hanno nozioni preliminari di calcolo combinatorio. Si puo
allora cercare di vedere come cambia la situazione quando si passa dan an + 1 oggetti, ossia
di risolvere il problema per n + 1 oggetti supposto di averlo gia risolto per n oggetti.

Ad esempio, se gli oggetti sono a, b e ¢ una permutazione &:

bca

Se si ha un quarto oggetto d (ossia si passa da 3 a 4 oggetti), esso pud essere collocato o
davanti, o in una posizione intermedia, o al fondo (in totale in 4 posizioni):

bdbca, bdca, bcda,y bcad
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Si riconosce immediatamente che, se gli oggetti sono n, le possibili posizioni in cui collocare
I'ulteriore oggetto sono n + 1. Quindi, in corrispondenza di ogni permutazione di n oggetti, si
ottengono n + 1 permutazioni di n +1 oggetti. Pertanto: ’

P, =@®+1P,

Questa relazione, unita alla constatazione immediata che P; = 1, consente di affermare che il
problema ¢ risolto per n = 1 e, se risolto per n, € risolto per n + 1.
A questo punto si pud calcolare che:

P, =1;P,=2-1;P;=3-2-1;P, =4-3-2:1; ...
e pervenire alla formula:
P, =n(n-1)...43-2:1=n!
che si pud dimostrare facilmente con il principio di induzione completa.

Nel §1 si & sfruttato il fatto che il numero dispari di posto n si pud esprimere come
2n—1. Di solito, i numeri dispari si presentano come successione:

1,3,5,7,..

e, quindi, mediante la relazione ricorrente:

dy=1; dy, =d, +2.

Mediante queste relazioni si dimostra facilmente per induzione che:

d,=2n-1.

Nelle trattazioni rigorose 1’addizione si introduce mediante le seguenti clausole:

{a+0=a
a+s(b)=s(a+Db)

dove con s si indica I’operazione di passaggio al successivo che viene assunta come primitiva
(ossia si scrive s(k) anziché k + 1 13),

13 cip per tenere distinta 1’operazione di addizione (che viene ora definita) dalla funzione di passaggio al
successivo (che viene assunta come primitiva). Nei contesti assiomatici, che saranno illustrati in una lezione
successiva, il fatto che s(k) = k+1 viene dimostrato (dalla seconda clausola, essendo, per definizione, s(0) = 1, si
ha: k+1 = k+s(0) = s(k+0) e s(k+0) = s(k) per la prima clausola).
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La prima clausola stabilisce cosa significa addizionare 0, la seconda cosa significa
addizionare il successivo s(b) di b quando si sa gia addizionare b14.

Cosi la moltiplicazione, una volta definita I’addizione, si introduce con le due seguenti
clausole: '

{axO 0
axs(b)= axb+a

e I’elevamento a potenza con le due clausole:

a¥=1
a®=2a"xa
Le varie proprieta delle operazioni si dimostrano facendo ricorso al principio di
induzione completa. Vediamo un paio di esempi.
ESEMPIO 1 Dimostrare la proprieta associativa dell’addizione :
perognia,b,c (a+b)+c=a+(b+c).

Poniamo P(c) la proprieta “(a + b) + ¢ = a + (b + ¢)”, ossia lasciamo a ¢ b come parametri e
procediamo per induzione su c.

Base. P(0) & “(a+b)+0=a+ (b+0)". Infatti: (a+b)+0=a+bea+(b+0) =a+bperla
prima clausola dell’addizione.
Passo. Supposto‘ che valga P(c), dimostriamo P(s(c)), ossia:

(a+b) +s(c)=a+(b+s(c)).

Si ha:
(@a+b)+s(c)= (per la II clausola dell’addizione)
s((a+b)+c)= (per I'ipotesi induttiva P(c)
sa+(+c)= (per la II clausola dell’addizione)
a+sb+c)= (per la II clausola dell’addizione)
a+ (b +s(c)).

14 Nell’ ottica assiomatica tutto cid che non & assunto come assioma va dimostrato, e quindi anche affermazioni
quali 3+2=5 possono essere dimostrate.

Posto, per definizione, s(0)=1, s(1)=2, s(2)=3, ...(ossia scegliendo la numerazione decimale),

si ha: 342 = 3+s(1) = (per la II clausola) s(3+1) = s(3+s(0)) = (per la II clausola) s(s(3+0)) =

(per la I clausola) s(s(3)) =s(4) = 5. .
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ESEMPIO 2 Dimostrare che, per-ogni a,bec:

aP+C=ab x aC

‘Procediamo come nell’esempio precedente per induzione su ¢ assumendo come P(c) la
5 «w,b+c b C

proprieta “a’*©=a’x a

Base_. Vale P(0), cio¢ a P+0 = gb x g0, Infatti, a®* 0 = a° (per la I clausola della addizione) e a®
x a¥ = (per la I clausola dell’elevamento a potenza). a®x 1=alx s(0) = (per la II clausola
della moltiplicazione) = a®x0+a°= (per la I clausola della moltiplicazione) 0 + a° = (per la
proprieti commutativa dell’addizione! e la I clausola della éddizione) al, |

Passo. Assumiamo P(c) e dimostriamo P(s(c)). Si ha:

al* s = (per la I clausola dell’addizione)
asb+0 = (per la II clausola dell’elevamento a potenza)
a*xa= (per Iipotesi induttiva P(c))
(a®xa%)xa= (per la proprieta associativa della moltiplicazione!6)
al x (ax a) = (per la II clausola dell’elevamento a potenza)
aP x a%©,

Come si € visto a proposito del principio di induzione, si possono proporre definizioni
induttive di carattere pili generale.

ESEMPIO 3 La successione dei numeri di Fibonaccil7 & definita come segue:
F, =1
F,=1
F,..=F,+F pern=2

e i suoi primi elementi sono:

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, ......

Non ¢ immediato trovare una espressione esplicita per F,. Una formula per F,, detta

di Binet, ¢ la seguente:

e oL 1445) (1445Y
RN 2 2

15 Che supponiamo di aver gia dimostrato.
16 Che supponiamo di aver gia dimostrato.

.17 Cfr., ad esempio, N. N. Vorobyov, I numeri di Fibonacci, Progresso Tecnico Editoriale, Milano 1965.
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Per dimostrare la validita di tale formula si pud ricorrere al principio di induzione sul decorso

sui valori. ‘

-Si verifica immediatamente che, pern=1,sihaF,; = 1.

Supponiamo che la proprieta valga per i numeri minori di k + 1 e dimostriamola per k + 1.

1+4/5 1-+5
eb= .

2 2
Per ipotesi induttiva si ha: F, = % (ak - bk) eF =L (a -1 bk"l).

5

Poniamo, per brevita, a =

Quindi:

Fy, =F +F = \/_(a —b*+a*1 - p*) —E(ak‘l(a+1)—bk"1(b +1)).

D’altra parte si ha che:

2o 1+5+24/5 =1+2+2«/§ =1+1+«/§

4 4 2

=1+a

e, analogamente, b% =1+ Db, per cui, sostituendo:

Fk+1 \/— (a —1 2 bk 1b2) \/3( k+1 bk+1)

e la formula di Binet vale per k + 1.

ESEMPIO 4 Il gioco della torre di Hanoi. Nel gioco della torre di Hanoi bisogna trasferire n
anelli di diverse dimensioni da un piolo verticale P; (in cui sono infilati dal pil largo al pill

stretto) a un piolo P; (inizialmente vuoto) servendosi di un terzo piolo P, (anch’esso
inizialmente vuoto) in modo che non si sovrapponga mai un anello pili grande a un anello pit
piccolo. Indichiamo con m, il minimo numero di mosse necessario a completare il gioco.

Dato che, evidentemente, m; = 1, cerchiamo di calcolare m| supppnendo di avere gia
calcolato i valori my conk <n.

Ragioniamo come segue. Per completare il gioco quando vi sono n anelli & necessario
che, ad un certo punto, si possa trasferire 1’anello pitt largo dal piolo P, al piolo P; (che deve
essere sgombro). Occorre quindi che i restanti n — 1 anelli siano post.i (sempre in ordine
crescente dall’alto in basso) sul piolo P,. Cid significa che si sono impiegate m,_; mosse
appunto per spostare gli n — 1 anelli da P, al piolo P, (¢ come aver svolto il gioco ignorando
I’anello pilt grande e usando come piolo finale P, anziché P;).. A questo punto si pud eseguire
la mossa di spostare 1’anello pilt grande dal piolo P, al piolo P,. Bisogna poi trasferire gli
n -1 anelli da P, a P, (ed & come ripetere il gioco conn — 1 anelli con piolo iniziale P, ).

In definitiva si ha:
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m =m_;+1+m_;=2m ,+1
I primi termini sono:

m; = 1;m2=3%m3=7;m4= 15; mg = 31; ...
Viene allora spontanea la congettura:

m =2"-1

che proviamo a dimostrare per induzione completa.
La formula vale pern = 1.
Supposto che valga per k (m = 2¥ — 1), dimostriamola perk + 1:

mk+1=2mk+1=2(2k—1)+1=2k+1_2+1= gk+l _ 1

_’ La giustificazione delle definizioni per induzione non si basa sul solo principio di
induzione. Basta riflettere sul fatto che il principio di induzione & un principio per dimostrare,
mentre le definizioni induttive, consentendo appunto di definire delle funzioni, si basano
sull’esistenza delle funzioni aventi le caratteristiche desiderate!8. Riferendoci al precedente
esempio dell’addizione, si tratta di dimostrare che esiste una (ed una solal%) funzione f (di due
variabili, essendovi il parametro a) tale che:

f(a,0) = a; f(a, s(b)) = s(f(a,b)) 20

Questo problema fu risolto per la prima volta da Dedekind mediante la dimostrazione
del teorema di ricorrenza che, nel caso pili semplice (senza parametri), si pud formulare nel
modo seguente:

se X ¢ un insieme, X un elemento di X e F é una funzione di dominio N X X e

codominio X, allora esiste una ed una sola funzione f di dominio N e codominio X tale

che f(0)=x e f(s(n))=F(n, f(n)).

18 gj pud inoltre rilevare che le definizioni induttive non hanno forma “definiendum = definiens” che & richiesta
per 1" eliminabilita del definiendum. Considerando, ad esempio, la definizione dell’addizione, essa non ha la
forma “a + b =..” e, quindi, non si vede come si possa eliminare il simbolo definito + da una formula quale “a +
b=b +a” (nelle clausole induttive il simbolo definito compare anche a destra del segno di =).

19 L'unicita si dimostra facilmente con il principio di induzione.

20 Una volta dimostrata Iesistenza di una f siffatta, alloraa + b = f(a,b) e si puo eliminare il definiendum dalle
espressioni contenenti +.
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Ponendo X =N, x=a, F(n,x)=s(x), inbasealteorema esiste esattamente una
funzione f, taleche f,(0)=a e f(s())=s(fy(n)); ponendo ora  f(a,b) =f,(b), siha
la funzione di cui sopra.

Nel caso del fattoriale, poniamo X = N, x = 1 ¢ F(n, x) = x(n + 1) e allora n! = f(n),
dove f & la funzione la cui esistenza e unicita & stabilita dal teorema di ricorrenza.

In tutti gli altri casi si pud procedere in modo analogo.

4. Le definizioni e le dimostrazioni induttive in logica

Le definizioni e le dimostrazioni induttive non riguardano solo i numeri naturali, ma anche
quegli insiemi i cui elementi sono ottenuti partendo da un insieme di elementi scelti
inizialmente e iterando un numero finito di volte ’applicazione di alcune determinate
operazioni. Esempi di insiemi di questo tipo li abbiamo incontrati nel §4 della Lezione II, ¢
precisamente I’insieme dei termini e I'insieme delle fbf del linguaggio della logica dei
predicati.

Per entrambi la prima clausola ((T1) o (F1)) stabilisce quali sono gli elementi iniziali,
le altre clausole, tranne I’ultima, stabiliscono le operazioni con le quali si ottengono nuovi
‘elementi a partire da elementi gia dati, e 1'ultima clausola ((T3) o (F5)) esprime una
condizione di chiusura. Cosi (T3) afferma che sono termini solo le sequenze finite di simboli
dell’ alfabeto che sono o costanti o variabili individuali (T1) o che sono ottenute da n termini
concatenati gia dati anteponendo ad essi un simbolo di funzione a n argomenti (T2), ossia che
I'insieme dei termini 'é il minimo insieme che soddisfa le condizioni (T1) € (T2). (F5) ha un

analogo significato relativamente alle fof.

Il principio di induzione si pud riformulare per I’insieme dei termini: per dimostrare

che tutti i termini hanno una certa proprieta P basta dimostrare che:

(a) Base. Le costanti e le variabili individuali hanno la proprieta P.
b) Passo. Se i termini t;, t,,..., t;, hanno la proprieta P (ipotesi induttiva), allora

fi't,t,...t, ha la proprieta P.
Analogamente, per dimostrare che una proprieta P vale per tutte le fbf basta mostrare:

(a) Base. Tutte le fbf atomiche hanno la proprieta P.
(b;)  Passo;.Se la fbf A ha la proprieti P (ip.indutiiva), allora la fbf (—A) ha la proprieta P.

(b,)  Passo,. Sele fbf A e B hanno la proprieta P (ip. indutt.), allora le fbf (AAB), (AvB) e

(A — B) hanno la proprieta P. o ‘
(b;)  Passos.Sela fof A ha la proprieta P (ip. indutt.), allora le fbf (¥xA) e (3xA) hanno la

proprieta P.
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L’aver definito induttivamente il linguaggio della logica dei predicati consente un
“controllo” sistematico delle proprieta sintattiche del linguaggio stesso.

L’alfabeto, come si € visto, € costituito da sei categorie di simboli. I vari simboli
devono essere univocamente distinguibili e, per le costanti funzionali e predicative, deve
essere calcolabile in modo effettivo il numero di argomenti di ciascuna di esse. Sono possibili
diversi “alfabeti” e quello che abbiamo introdotto soddisfa queste condizioni. Le sequenze
finite di simboli sono ottenute mediante la concatenazione, che consiste semplicemente nello
scriverli uno dopo I’altro. E’ fondamentale la proprieta di univocita di scomposizione, ossia
che sia decidibile se una sequenza finita di simboli sia un termine o una fbf e, in caso
affermativo, che sia univocamente determinabile in modo effettivo la sequenza di passi
induttivi che consente di ottenerla dagli elementi iniziali (ossia che non vi sia ambiguita di
lettura). '

Si pud dimostrare, ad esempio, il seguente teorema:

Data una sequenza finita di simboli che sono tutti costanti o variabili individuali o costanti
funzionali, é possibile stabilire univocamente in modo effettivo se essa é una concatenazione
di termini e di quali.

La dimostrazione & per induzione sul decorso dei valori della lunghezza della stringa.

Se la sequenza ha lunghezza 1, allora si riduce ad un solo simbolo e possiamo
decidere se si tratta di una costante o di una variabile individuale. In caso affermativo la
sequenza ¢ la concatenazione di un solo termine e, in caso negativo (ossia se ’unico simbolo
& una costante funzionale), non si tratta di una concatenazione di termini.

Ammettiamo che il teorema valga per tutte le sequenze di lunghezza fino a n e
dimostriamolo per le sequenze di lunghezza n + 1. Consideriamo una sequenza S di

lunghezza n + 1 ed esaminiamo il primo simbolo. Si hanno due casi.

(a) Se esso € una costante o una variabile individuale, esaminiamo la parte restante S’ di
lunghezza n. Per ipotesi induttiva possiamo decidere se S’ & una concatenazione di r termini e
di quali. In caso affermativo S & la concatenazione di r + 1 termini di cui il primo & costituito
dalla costante o dalla variabile e gli altri sono gli r termini che compongono S’ (e la
scomposizione & unica poiché la costante o la variabile non puo essere il primo simbolo di un

altro termine). In caso negativo S non & una concatenazione di termini.

(b) Se il primo simbolo di S & una costante funzionale a k argomenti fI', conk<n+ 1,

allora, a partire dal primo simbolo della parte restante S’°; esaminiamo le sequenze di k, k+1,
k + 2 simboli per vedere se si trova una sequenza di k termini t,t,... t,. L’ipotesi induttiva

garantisce che questa ricerca & possibile e da una risposta univoca. In caso negativo S non &
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una concatenazione di termini. In caso affermativo, se la sequenza dei k termini esaurisce S°,

allora S & costituita dall’unico termine f }‘tlti...tk; se non esaurisce S’, allora S pud essere una
sequenza di termini di cui f%‘tltz...tk ¢ il primo. Si esamina allora la parte restante di S e,
applicando I’ipotesi induttiva, si pud determinare univocamente se questa & una
concatenazione di termini (e di quali) che, unitamente al termine iniziale, completa

I’eventuale scomposizione di S.

'Questo teorema giustifica anche quanto abbiamo affermato nella lezione precedente a
proposito dell’albero di formazione di un termine: ad ogni termine & associato in modo
univoco un albero che visualizza la costruzione del termine a partire dalle costanti e variabili
individuali attraverso i sottotermini2!. La costruzione dell’albero avviene induttivamente: alla
radice si pone il termine dato e, per ogni nodo, se esso contiene una costante o una variabile
esso non ha successori immediati (& una foglia), mentre, se esso contiene un termine del tipo
f%‘tltz...tk, allora ha come successori immediati k nodi contenenti rispettivamente i termini
£y typenes by

Mediante il concetto di altezza dell’albero di formazione di un termine (detta anche
altezza del termine) si vede che il principio di induzione per i termini prima formulato &
riconducibile al principio di induzione (sul decorso dei valori) enunciato per i numeri
naturali. Basta osservare che (a) equivale a dimostrare la proprieta P per termini di altezza 0 e
(b) equivale a dimostrare la proprieta P per termini di altezza n + 1 supposto che la proprieta
valga per i termini di altezza <n.

Cosl, per definire operazioni, funzioni o proprieta sui termini, si pud procedere
induttivamente, definendole prima per le costanti e le variabili e poi per i termini del tipo
f }‘tltz...tk supposto di averle gia definite per i termini tl; ST I

Quanto visto a proposito dei termini, si pud ripetere quasi inalterato per le fbf. Il
teorema precedente consente facilmente di stabilire che le fbf atomiche (quelle del tipo
RIt,t,...t;) sono univocamente ed effettivamente riconoscibili. Per le fbf vale un teorema di
decomponibilita unica, che risulta pitt complesso del precedente per la presenza di pill casi e
delle parentesi?2. Senza entrare in tutti i dettagli ci limitiamo a qualche ulteriore

considerazione a integrazione di quanto esposto nella lezione precedente.

21 Negli esempi della Lezione IT abbiamo usato le parentesi poiché si & adottata una notazione pitt snella nella
quale non viene evidenziato il.numero di argomenti delle costanti funzionali. I sottotermini di un termine sono
tutti i termini che figurano nell’albero di formazione.

22 | a necessita'dell’impiego delle parentesi nelle fbf & dovuto alla scelta della notazione infissa per i connettivi a
due argomenti (mentre per le costanti funzionali e predicative abbiamo adottato una notazione prefissa).
L’abbondanza di parentesi nelle fbf & dovuta proprio alla necessita di garantire' 'univocita di lettura.
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Anzitutto, si pud dimostrare che una sequenza finita di un numero pari di parentesi
aperte e chiuse ammette un solo accoppiamento proprio?3 che, se esiste, si puod determinare
effettivamente. Le parentesi delle fbf ammettono, come si verifica facilmente per induzione,
un accoppiamento proprio, che quindi ¢ unico. Pertanto, data una sequenza finita di simboli,
si puo determinare effettivamente se le parentesi apgrte e chiuse che figurano in essa
ammettono un accoppiamento proprio (e, quindi, associare a ciascuna parentesi aperta la
corrispondente parentesi chiusa)24,

"~ Cid premesso, sia data una sequenza finita S di simboli: Per dimostrare che & possibile
determinare univocamente ed effettivamente se essa & una fbf, quale & il suo segno logico
principale, le sue sottoformule immediate, ecc., procediamo per induzione sulla lunghezza di
S. Se la lunghezza ¢ 1, S non & una fbf. Sia S una sequenza di lunghezza n + 1 & supponiamo
che il teorema valga per le sequenze di lunghezza n. Esaminiamo il primo simbolo di S. Si
hanno due casi a seconda se il primo simbolo & una costante predicativa o una parentesi aperta
(in tutti gli altri casi S non ¢ una fbf).

(a) Se si tratta di un simbolo di predicato a k argomenti si pud stabilire se S & una fbf
atomica (determinando, come si ¢ illustrato in precedenza, se la parte restante & la
concatenazione di k termini). '

(b)  Se si tratta di una parentesi aperta, allora 1’ultimo simbolo deve essere una parentesi
chiusa e si passa all’esame del secondo simbolo. Si hanno vari sottocasi.

' (b;)  Se il secondo simbolo & —, 0 V o 3 seguiti da una variabile individuale, e quindi S &

de] tipo (—A), (VxA), (IxA), si & ricondotti all’analisi di A, che ha lunghezza minore di n.
{(b,)  Se il secondo simbolo & una costante predicativa a k argomenti occorre stabilire se &
seguita dalla concatenazione di k termini (cosa che sappiamo essere univocamente
eseguibile), subito seguita da un connettivo ¢ (0 A 0 vV 0 =), ossia se & del tipo (R}‘ th.h c A).
Si passa allora all’esame di A che ha lunghezza minore di n.

(by)  Se il secondo simbolo & un’altra parentesi aperta, occorre determinare, come si ¢
accennato in precedenza, la parentesi chiusa corrispondente nell’accoppiamento proprio (se
esiste) delle parentesi di S. Occorre poi che il simbolo che segue la parentesi chiusa sia un

connettivo a due argomenti c; in altre parole si deve ottenere per S la-seguente

23 Pia precisamente un accoppiamento proprio & una corrispondenza biunivoca f fra le parentesi sinistre e le
parentesi destre tale che (i) se p & una parentesi sinistra, allora f(p) segue p nella sequenza, ¢ (ii) se p’ € p” sono
due parentesi sinistre tali che p’ precede p” nella sequenza, allora f(p’) segue f(p”) nella sequenza. La
dimostrazione si ottiene facilmente per induzione sulla lunighezza 2n della sequenza. Se n = 1, allora vi sono solo
due parentesi e il riconoscimento & immediato. Se si ha una sequenza di 2k+2 parentesi, basta osservare che la
prima parentesi chiusa della sequenza in un accoppiamento- proprio & associata alla parentesi aperta che la
precede immediatamente. Eliminando questa coppia ci si riconduce ad una sequenza di lunghezza 2k alla quale
si applica I’ipotesi induttiva.. - :

24 Se ¢id non accade la sequenza finita di simboli non & una fbf.
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configurazione: ((A) ¢ B) e siamo di nuove ricondotti a sequenze A e B di lunghezza

inferiore. Se non si verifica nessuno di questi casi S non & una fbf.

Come in precedenza, resta giustificata la costruzione dell’albero di formazione della
fbf che si pud eseguire in concomitanza della verifica illustrata nella dimostrazione
precedente: alla radice si pone la fbf, immediatamente sopra la o le sottoformule immediate
(se esistono) e si procede fino alle foglie (che contengono le fbf atomiche). Come per i
termini, si riconosce che il principio di induzione per le fbf precedentemente enunciato si pud
ricondurre ad una induzione sul decorso dei valori dell’altezza dell’albero di formazione delle
fbf.

Cosi, per definire funzioni e concetti relativi ai termini e alle fbf si pud-procedere per
via induttiva. Vediamo, a titolo di esempio, la definizione di occorrenza libera di una
variabile in una fbf:

(a) una variabile y ha una occorrenza libera nella fbf atomica R} t;t,...t, se e solo se
occorre in almeno uno dei termini t;, t,,..., t;;

(b)) yhaunaoccorrenza libera in (—A) se e solo se ha una occorrenza libera in A;

(b,) 'y ha una occorrenza libera in (A A B), (A v B), (A — B) se e solo se ha una
occorrenza libera in almeno una fra A e B.

(b;) y ha una occorrenza libera in (VxA) e (AxA) se e solo se y # x e y ha una occorrenza

libera in A.

Una occorrenza di una variabile & vincolata se non ¢& libera. Il riconoscimento delle
occorrenze libere e vincolate delle variabili & reso agevole se si esamina 1’albero di
formazione, in quanto il campo di azione di un quantificatore Vx o Jx & la sottoformula che
sta immediatamente sopra al nodo nel quale il quantificatore appare per la prima volta, ed

esso vincola tutte (e sole) le occorrenze libere di x in tale sottoformula.

Per vedere un ulteriore esempio di definizione induttiva, illustriamo 1’operazione di
sostituzione di un termine r a tutte le occorrenze di una variabile x in un termine t, il cui

risultato indichiamo con t[x/r]. Si procede per induzione sull’altezza di t:
Base. t ha altezza 0:

(a) se t & una costante individuale, allora t[x/r] =t
(b) se t & una variabile individuale diversa da x, allora t[x/r] =t
©) seteéx,allorat{x/r]=r ’
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Passo. thaaltezzan + 1, e quindi t = f{'t;t,...t,, allora:
tlx/r] = 't [x/r]t, [x/r].. .t [x/1).

In modo analogo si definisce 1’operazione di sostituzione di un termine r a tutte le

, occorrenze libere di una variabile x in una fbf A, il cui risultato indichiamo con A[x/r], per
induzione sull’altezza di A.

Base. Se A ha altezza 0, ossia A & R¥tt,...t,, allora:

Alx/r] = REt [x/r]t, [x/r]...t, [x/r].

Passo. A ha altezzan + 1:

(a) se A = (—=B), allora A[x/r] = (=B[x/r])

b) se A = (B A C), allora A[x/r] = (B[x/r] A C[x/r])

(c) se A = (B v C), allora A[x/r] = (B[x/r] v C[x/r])

(dy seA=(B—C),allora A[x/r] = (B[x/r] - C[x/r])

(e) se A = (VxB) o (3xB), allora A[x/r] = A

® se A = (VyB) o (3yB) con y diversa da x, allora:
A[x/r] = (VyB[x/r]) o (QyB[x/r])2.

25 La sostituzione di un termine r in una fbf A al posto delle occorrenze libere di una variabile x si esegue
solitamente, in logica, quando il termine r & libero per x in A: se A & una fbf e r & un termine, allora si dice che r
é libero per x in A se e solo se nessuna“occorrenza libera di x in A si trova nel campo di azione di un
quantificatore (Vy) o (y) dove y & una variabile che occorre in .
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Esercizi

DARIO PALLADINO

Lezione I

Egquipotenza e numeri cardinali

ESERCIZIO 1 Dimostrare le seguenti equipotenze:

(a) AXB=BXxA

®) (Ax{ah=A=A

© (AXB)XCzAX(BxXC)

@ {a}*={a)

(e) scA=A’eB=B’,alloraAXB=A"XxXB’

() seA=A,BzB,ANA’=BNB =0,alloraAUB=A’UB’
@ ABXC_ (ABYC

() (AxB)=zA®xB°

() seAnB=g,alloraC* BzC?xCP

Ricordando che:

se ANB =g, allora Card(A w B)=Card A+ Card B
Card(A X B) =Card A - Card B
Card(A®) = (Card A)**“B

dedurre da ciascuna delle precedenti equipotenze una proprieta dell’aritmetica dei numeri
cardinali.

ESERCIZIO 2 Dimostrare che Card P(A) = 25344

ESERCIZIO 3 Se A =B’ ¢ B (ossia se Card A < Card B), allora:

Card A + Card C<Card B+ Card C
Card A - Card C<Card B - Card C
(Card A)°*€ < (Card B)®*4 €
(Card C)5 4 < (Card )" B
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ESERCIZIO 4 Posto ¥ il numero cardinale del continuo e ricordando che (vedi I’esercizio 2)
tale cardinale & uguale a pCard N (= 2“0), sfruttando anche quanto dimostrato nell’esercizio 3,
dedurre che:

Ro e

R X, _
n'=R,0=x
ESERCIZIO 5 Dedurre dal risultato precedente che il piano cartesiano, lo spazio cartesiano, lo
spazio a'n dimensioni e lo spazio a una quantita numerabile di dimensioni sono insiemi aventi

la potenza del continuo.

ESERCIZIO 6 Dimostrare (sfruttando il teorema di Cantor) che I’insieme M (§8) uniqne della
successione N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))),... ha numero cardinale maggiore di tutti i numeri
cardinali degli insiemi della successione.

ESERCIZIO 7 Dopo aver osservato che I’insieme degli intervalli ad estremi razionali della
retta cartesiana & numerabile, dedurne che ogni famiglia disgiunta di segmenti della retta &

numerabile.

ESERCIZIO 8 Ricordando che una funzione di variabile reale ha un estremo proprio nel punto

a se e solo se esiste un intorno I(a) di a tale che o f(x) < f(a) per ogni x in I(a) — {a} o f(x} > ‘

f(a) per ogni x in I(a) — {a}, dedurne che una funzione di variabile reale puo avere al pili una

quantitd numerabile di estremi propri.
ESERCIZIO 9 Dimostrare che I’insieme dei numeri reali algebrici ¢ numerabile.

ESERCIZIO 10 Ricordando quanto ottenuto nell’esercizio 4 (KN" = ¥) ossia che I'insieme delle

successioni di numeri reali ha la potenza det continuo, dedurne che I’insieme delle funzioni
continue f:R—R ha la potenza del continuo.

ESERCIZIO 11 Dimostrare che ’insieme delle funzioni f:R—R ha potenza superiore a quella

del continuo (e precisamente 2.

ESERCIZIO 12 Molto spesso, in matematica, si adoperano scritture del tipo: 02, 003, oo (ad
esempio in geometria analitica e nella risoluzione dei sistemi lineari). Queste scritture hanno

dei nessi con quanto illustrato in questa lezione a proposito dei numeri cardinali?

ESERCIZIO 13 Numeri naturali. All’inizio del §6 si & accennato alla definizione insiemistica
dei numeri naturali e al fatto che, nelle trattazioni pill rigorose, occoire scegliere un

rappresentante per ogni cardinalitd. Per quanto riguarda i numeri naturali si pone:
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0=0 n+1=nu {n}

Si dice poi che un insieme A ¢ induttivo se e solo se:

Oc Aeperognix(sexe A,allorax+ 1€ A)

e si assume come assioma (assioma dell’infinito) che esiste almeno un insieme induttivo.
Infine, si definisce I’insieme N dei numeri naturali come !’intersezione di tutti gli insiemi
induttivi. In questa impostazione si ha, ad esempio:

1={0},2=1{0,1},3=1{0, 1,2}, ecc.

Dimostrare che:

(a) sen € N, allora, se x € n, allorax cn

(suggerimento: procedere per induzione! su n)

(b) sem+1=n+1,alloram=n

(©) un numero naturale non pu(‘) essere equipotente a un suo sottoinsieme proprio -

(d) un sottoinsieme proprio di un numero naturale n € equipotente a un numero naturale k

minore di n (si osservi che si pud adottare la seguente definizione della relazione
d’ordine tra naturali: m < n se e solo se m € n)

Dedurne che, detto finito un insieme equipotente ad un numero naturale, si ha che:
- un insieme finito non pud essere equipotente a una sua parte propria;

- un sottoinsieme di un insieme finito & finito;

- un insieme finito & equipotente ad un unico numero naturale;

- un insieme finito linearmente ordinato & dotato di massimo e minimo.

ESERCIZIO 14 Se A e B sono insiemi disgiunti e bene ordinati dalle relazioni <, e <,

rispettivamente, verificare che A U B ¢ bene ordinato dalla relazione < cosi definita:
X <y seesolosex<,yoppure X <,y oppure (x€ Aeye B)
Sfruttare questo risultato per definire 1’addizione fra numeri ordinali.

ESERCIZIO 15 Se A e B sono insiemi bene ordinati dalle relazioni < A, € < rispettivamente,

verificare che A X B & bene ordinato dalla relazione < cosi definita:
(a,b) < (a’,b’) se e solo se b <z b’ oppure b=b’ ea<,a’.

Utilizzare questo risultato per definire la moltiplicazione fra numeri ordinali.

1 sul principio di induzione vedi la terza lezione.
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Lezione I1

ESERCIZIO 1 Angelo, Bruno e Carlo sono tre studenti che hanno sostenuto un esame. Se Pa,
Pb e Pc formalizzano rispettivamente le proposizioni “Angelo ha superato I’esame”, “Bruno
ha superato 1’esame”, “Carlo ha superato ’esame”, determinare le fbf composte che
“traducono” le seguenti proposizioni:

(a) Solo Carlo ha superato 1’esame

(b) Solo Angelo non ha superato 1’esame

(©) Almeno uno di Angelo, Bruno e Carlo ha superato I’esame

(d) Almeno due fra Angelo, Bruno e Carlo hanno superato 1’esame

(e) Al pi1 due fra Angelo, Bruno e Carlo hanno superato ’esame

® Esattamente due fra Angelo, Bruno e Carlo hanno superato 1’esame

ESERCIZIO 2 Angelo, Bruno e Carlo sono gli unici tre membri di una commissione che vota
una proposta. Se Pa, Pb e Pc formalizzano rispettivamente le proposizioni “Angelo ha votato

a favore della proposta”, “Bruno ha votato a favore della propoéta”, “Carlo ha votato a favore
della proposta”, determinare le fbf composte che “traducono” le seguenti proposizioni:

(a) La votazione & stata unanime

(b).  Laproposta & passata a maggioranza

(©) La proposta ha ricevuto un numero dispari di voti favorevoli
(d) La proposta & stata respinta, ma non all’unanimita

(¢)  Laproposta ¢ stata respinta con il voto contrario di Bruno

ESERCIZIO 3 Usando costanti individuali e funzionali formalizzare le seguenti espressioni che
denotano individui:

(a) la somma di 2 e del quadrato di 4

®) il prodotto della somma di 3 e 5 e della radice quadrata di 9

(c) il doppio della radice quadrata della somma del quadrato di 3 e del quadrato di 4

(d) il prodotto di 2 alla terza e 3 alla seconda

(e)  la somma del prodottd del quadrato di 2 e del cubo di 3 e della radice quadrata della
sommadi6e3

® il prodotto di 2 elevato al doppio di 3 e del doppio di 5 elevato alla radice quadrata
dellasommadi 1 e 15

ESERCIZIO 4 Scrivere gli alberi di formazione dei termini ottenuti nel precedente esercizio 3.
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ESERCIZIO 5 Formalizzare le seguenti proposizioni:

(a) Il prodotto di 3 e 4 & minore della radice'quadrata di 169 i

®) 11 doppio di 5 & compreso tra il quadrato di 2 e la somma di3 e 9.

(c) 11 quadrato di 5 & maggiore del quadrato di 4 e minore del quadrato di 6
(d) I1 prodotto di due numeri dispari & sémpre un numero dispari

(e) Il prodotto di due numeri primi non & mai un numero primo

® Se il prodotto di due numeri ¢ pari allora almeno uno dei due & pari
ESERCIZIO 6 Formalizzare le proposizioni che intervengono nei seguenti ragionamenti:

(a) Se il triangolo T ¢ rettangolo, allora almeno uno dei quadrilateri Q° e Q” & un rombo.
Q” non ¢ un rombo. Quindi, se Q’>non & un rombo, allora T non & rettangolo. 7

(b) Se il triangolo T ¢& rettangolo, allora almeno uno dei quadrilateri ’ e Q” ¢ un rombo.
Q’ & un rombo. Quindi, se T ¢ rettangolo, allora Q” non & un rombo.

(©) Se il triangolo T & retténgolo, allora i due quadrilateri Q’ ¢ Q” sono rombi. Q’ non &
un rombo. Quindi T non ¢ rettangolo.

(d) Se il triangolo T & rettangolo, allora, se il quadrilatero Q’ & un rombo, il quadrilatero
Q” ¢ un rombo. Q’ non ¢ un rombo. Quindi, o T & rettangolo o Q” & un rombo.

(e) Se il quadrilatero Q’ ¢ un rombo, allora almeno uno dei due triangoli T” ¢ T” &
isoscele. Se T’ & isoscele, allora Q’ non ¢ un rombo. Se il quadrilatero Q” & un rombo,
allora T” non ¢ isoscele. Quindi, se Q’ € un rombo, allora Q” non lo ¢.

® Se nessuno dei due triangoli T’ e T” ¢ isoscele, allora il quadrilatero Q’ & un rombo.
Se T’ ¢ isoscele, allora Q’ € un rombo. Se il quadrilatero Q” non € un rombo, allora T”

non ¢& isoscele. Quindi, se Q’ non & un rombo, allora Q” lo &.
Ragionando come nel §6 determinare quali dei precedenti ragionamenti sono corretti.
ESERCIZIO 7 Formalizzare le proposizioni che intervengono nei seguenti ragionamenti:

(a) Se un insieme & contenuto strettamente in un altro e quest’ultimo ¢ contenuto
strettamente in un terzo, allora il primo insieme ¢ contenuto strettamente nel terzo.
Nessun insieme & contenuto strettamente in se stesso. Quindi, se un insieme ¢
contenuto strettamente in un altro, allora quest’ultimo non & contenuto strettamente nel
primo.

(b) Se una retta & parallela ad una seconda retta e questa ¢ parallela a una terza, allora la
prima & parallela alla terza. Se una retta & parallela a un’altra, allora questa & parallela
alla prima: Quindi, ogni retta ¢ parallela a se stessa. ' ‘
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(d)

()

®

®

Se ina retta & parallela ad una seconda retta e questa & parallela a una terza, allora la
prima & parallela alla terza. Se una retta & parallela a un’altra, allora questa & parallela
alla prima. Ogni retta ha almeno una parallela. Quindi, ogni retta € parallela a se
stessa.

Se un insieme & parte propria di un altro, allora quest’ultimo non & parte propria del
primo. Quindi, nessun insieme & parte propria di se stesso.

Un insieme & parte di un altro se e solo se ogni insieme che & parte del primo & parte

* del secondo. Un insieme interseca un aliro se e solo se vi & un insieme che & parte di

entrambi. Quindi:

1) Ogni insieme & parte di se stesso.
2) Ogni insieme interseca se stesso.
3) Se un insieme & parte di un altro e quest’ultimo & parte di un terzo, allora i

primo insieme ¢ parte del terzo..

4) Un insieme interseca ogni sua parte.

5) Se un insieme interseca ogni parte di un altro insieme, allora quest’ultimo ¢
parte del primo.

6) Se un insieme & parte di un altro e interseca un terzo insieme, allora il secondo

insieme interseca il terzo.

Un barbiere di Savona rade tutte e sole le persone che non si radono da sé. Quindi, non
esiste alcun barbiere a Savona.

Per ogni insieme ve ne & uno di cardinalita maggiore. Se un insieme & incluso in un
altro, la sua cardinalitd non & maggiore di quella dellaltro. Ogni insieme & incluso
nell’insieme di tutti gli insiemi. Quindi, I’insieme di tutti gli insiemi non & un insieme.

(11 problema di stabilire la correttezza o meno dei ragionamenti precedenti pud essere

affrontato con le tecniche che saranno esposte nelle lezioni successive).

BSERCIZIO 8 Formalizzare le seguenti proposizioni che possono essere assunte tra gli assiomi

della geometria euclidea piana. Si introducano i predicati unari P(x) e R(x) (“x¢

punto” e “x & retta”), il predicato binario I(x,y) (“il punto x sta sulla retta y”), il predicato

ternario S(x,y,z) (“i punti x, y e z sono allineati e y sta fra x e z”) e il predicato quaternario

U(x,y,z.t) (“il segmento di estremi x,y & congruente al segmento di estremi z,t”):

(a)
®)
©

Per due punti passa una retta.
Per due punti distinti passa una retta.
Per due punti distinti passa una ed una sola retta.
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(@)
e
®
(8

()
®

@

a)

a)

.,

Su una retta vi sono almeno due punti.

Vi sono almeno tre punti che non giacciono su una retta.

Se un punto B sta tra A e C, allora sta anche tra C e A.

Per ogni coppia di punti A e C vi & almeno un punto B della retta AC tale che C sta tra
AeB.

Se due segmenti sono congruenti a un terzo, allora sono congruenti tra loro.

Se B sta'tra Ae Ce B’ statra A’ e C’, allora se AB & congruente a A’B’ ¢ BC &
congruente a B’C’, allora AC ¢ congruenfe aAC.

(Assioma delle parallele) Dati una retta e un punto fuori di essa esiste al pill una retta
passante per il punto e non incidente la retta data.

(Assioma della geometria iperbolica) Dati una retta e un punto fuori di essa esistono
almeno due rette passanti per il punto e non incidenti la retta data.

(Assioma della geometria ellittic:a) Non esistono rette parallele.

Notare che I’ Assioma di Archimede (“Dati due segmenti non degeneri esiste un multiplo del

minore che supera il maggiore”) non puo essere formalizzato con il linguaggio della logica

del primo ordine. Notare che I'usuale formulazione dell’assioma di continuita di Cantor

(“Dati due insiemi separati di punti di una retta esiste almeno un punto di separazione fra -

essi”’) non & esprimibile con il linguaggio della logica del primo ordine.

(@
()
©
(@
O
®
(&
(h)
®
)

- ESERCIZIO 9 Scrivere I’albero di formazione delle seguenti fbf:

(((Vx(=Rxa))Ad ySby))—Rxy)
(Vx(((—Rxa)A(3 ySby))—Rxy))
(Vx((—Rxa)A(d y(Sby—Rxy))))
((Vx(=Rxa))A(T y(Sby—Rxy)))
@x((PxA@yRxy))—(—(Vz(Sxz—Ryx)))))
(AxP)AQAYRxy—>(—(V2Sx2)))))=Ryx)
(FxPx)A@y(Rxy—(—(Vz(Sxz—Ryx))))))
Ax(Pxa@y(Rxy—(—(Vz(Sxz—Ryx))))))
(((@xPx)AE@yRxy))—(—(V2Sx2)))—Ryx)
(@xPx)AQyRxy))—=(—((VZSxz)>Ryx)))

ESERCIZIO 10 Scrivere le fbf del precedente esercizio 9 con il minor numero possibile di

parentesi.

85



ESERCIZIO 11 Individuare il segno logico principale delle seguenti fbf scritte gia in notazione
abbreviata: '

(a) Ix(PxAVy(QyvRxy)— Syx)
b) IxPxAVy(QyvRxy)— Syx
(©) IAx(PxAVyQy)vRxy— Syx
(d) @xPxAVyQy)v(Rxy— Syx)
(e) HXPXAVy(vany—) Syx)
M IxPxAVy(Qyv(Rxy— Syx))

ESERCIZIO 12 Determinare le occorrenze libere e vincolate delle variabili individuali nellé fbf

di cui agli esercizi 9 e 11.
ESERCIZIO 13 Nelle fbf di cui agli esercizi 9 e 11 operare la sostituzione:
(@  [x/a] (b)  [y/f(b)] (©  [x/z]
ESERCIZIO 14 Stabilire se il termine
(@ b b vy | © fx
& libero per x nelle fbf di cgi all’esercizio 11.
ESERCIZIO 15 Stabilire se il termine
(@ f© b x © ¥
¢ libero per y nelle fbf di cui all’esercizio 11.
Lezione ITI

ESERCIZIO 1 Dimostrare che, perognin>1, e q#1:

2 3 a_1-q™
l+q+q° +q@° + ... +q = -q
2n+1
ESERCIZIO 2 Dimostrare che, per ognin > 1, 12+22+32+...+n2=%

ESERCIZIO 3 Dimostrare che, per ogni n, n < 2".
ESERCIZIO 4 Dimostrare che, per ogm n, ll“‘“2 + 1221 € d1v131b11e per 133.

ESERCIZIO 5 Dimostrare che, per ogni n, 32" - 2" multiplo di 7.
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ESERCIZIO 6 Dimostrare che, per ogni n, 3n° + 5n° - 8n & divisibile per 120,

ESERCIZIO 7 Dimostrare che la somma del cubi di tre numeri naturali consecutivi & sempre
divisibile per 9. ’

ESERCIZIO 8 Dimostrare che, per ognin 2 1, 5"+ 2 x 3™ + 1 & divisibile per 8.

ESERCIZIO 9 P+22+3%4 408 M (1+2+'“+n)2
ESERCIZIO 10 11—2+ 2%’+ 3%+ ot n(n1+1) ol

eeRco l%Jr 5%+ ;7+ o (2n—1)1(2n+1) el

ESERCIZIO 12 117+ %+ % o+ o 2)1(3n 5 3n11 :
ESERCIZIO 13 1—1'5—+51f9+9_1—13+... + ne 3)1(4n+ 5" 4nn;‘_1
ESERCIZIO 14 12423+ 34 +...+n(@n+ 1) =20+ JO L)
ESERCIZIO 15 12+25+38+...+n(Bn-1)=n?(n+1)

ESERCIZIO 16 %+2%~+23—3+...+%=2_n2";2

ESERCIZIO 17 (1_—512—).(1_3%)._”.(1_;17)= an;l

ESERCIZIO 18 sen x + sen 3x + sen 5x + - +sen (2k— Dx = %@

ESERCIZIO 19 Dimostrare la formula di De Moivre:
(cos x + i sen x)" = cos nx + { sen nx.

ESERC1ZI0 20 Dimostrare che, per ogni n>0, | sen nx | <£n l sen x | .

ESERCIZIO 21 Verificare che, se si provasse a dimostrare per induzione che, per ogni n,
10"+ 1 & divisibile per 9, vale il passo, ma non la base. (Traccia. 10" * ! si pud scrivere
9-10"+10"+1, ossia la somma di un numero divisibile per 9 ¢ di un altro numero, 10" + 1,
divisibile per 9 per ipotesi induttiva). \
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ESERCIZIO 22 Verificare che, se si provasse a dimostrare che ogni n & < 107, vale labase, e

vale anche il passo per ogni k, con I' eccezione di k = 107.

ESERCIZIO 23 Trovare ’errore nella seguente dimostrazione per induzione della proprieta

“per ogni n = 2, se tra n persone vi & uno ed un solo buglardo, esso pud essere individuato
mediante una sola domanda”. Vale la base (infatti, se le persone sono 2 il bugiardo pud essere
individuato con la domanda: “Se io chiedo all’altro chi & il bugiardo, chi indicherebbe?” - la
persona non indicata ¢ il bugiardo). Per quanto riguarda il passo, consideriamo k + 1 persone
tra cui vi & un bugiardo. Scegliamo una persona: se non & il bugiardo lo si pud individuare,
per ipotesi induttiva, tra le altre k persone con una sola domanda, se & il bugiardo allora lo si &
individuato. (Traccm L’ipotesi induttiva & applicata in modo scorretto in quanto non & detto

che fra le k persone vi sia uno ed un solo bugiardo).

ESERCIZIO 24 Trovare ’errore nella seguente dimostrazione per induzione della proprieta
“cémunque dati n numeri naturali, essi sono uguali”. La propriet2 vale per n = 1 e quindi vale
la base. Supponiamo che la proprieta valga per gli insiemi di k numeri e sia {a1, a2,..., 2,
a1} un insieme di k + 1 numeri naturali. Consideriamo {ai, 22,..., ax} € {@2,..., &, ak+1}. Bssi
sono insiemi che contengono k numeri, quindi, per ipotesi induttiva, sono formati da numeri
uguali: aj = ay = ... = 8 € 82 = ... = 8k = 1. Ma allora aj = ay = ... = ag = a1 € il passo &
dimostrato. (Traccia. Il passo valese k22 e la proprieta non vale per 2...). ‘

ESERCIZIO 25 Trovare I’errore nella seguente dimostrazione per induzione della proprietd
“per ogni 1, se max(a,b)=n, allora a=b”. La proprieta vale per n = 0; infatti, se max(a,b) =0,
allora, a= 0 e b = 0, per cui a = b. Supponiamo che la proprieta valga per k e dimostriamola
per k+1. Supponiamo che max(a,b)=k+1. Poniamoc=a-led=b- 1. Allora max(c,d) =

e, per ipotesi induttiva, ¢ = d; ne segue che ¢ + 1 =d + 1, ossia che a = b, e quindi la proprieta

vale per k + 1. (Traccia. Si pud togliere 1 solo se...)

ESERCIZIO 26 Dimostrare che la somma degli angoli di un poligono convesso 0 concavo din

+ 2 lati & uguale a n angoli piatti.

ESERCIZIO 27 L’area di un triangolo rettangolo i cui lati hanno lunghezza intera non pud
essere un quadrato perfetto.

Traccia di svolgimento. Procediamo applicando il principio della discesa infinita. E’ noto che
(tutte) le terne pitagoriche a, b e ¢ primitive (in cui a, b e ¢ non hanno fattore comune

maggiore di 1) si ottengono con le seguenti formule:

2
a=m?—n’ b =2mn c=m-+n
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dove m e n sono interi positivi primi fra.loro con m > n e di cui uno pari e 1’altro dispari (a
pgrte la possibilita di scambiare a con b e si pud supporre che a sia dispari). Non vi & perdita
di generalita supponendo che i lati del triangolo siano una terna pitagorica primitiva
(perché?).

L’area del triangolo & mn(m + n)(m — n).

Si verifica immediatamente che ciascun fattore ¢ primo con gli altri tre. Quindj, se il prodotto
& un quadrato perfetto, ciascun fattore deve essere un quadrato perfetto. Allora si pud porre
m?—n= p2, dove, per le ipotesi fatte, p e m sono dispari e n € pari. Quindi p, m e n sono una
terna pitagorica primitiva e si puo scrivere:

p=k* -1 n=2kh  m=k2+h?,

con k, h primi fra loro e uno pari e I’altro dispari.
Essendo anche n un quadrato, o k o h deve essere un quadrato perfetto dispari e I’altro il

doppio di un quadrato perfetto. Poiché anche m ¢ un quadrato, ponendo m = u?, la terza

equazione diviene K2+ h%=u?

Ma allora k, h e u sono i lati di un triangolo la cui area, che risulta 1 k h, ¢, per quanto prima
, 5 ‘

osservato, un quadrato perfetto e la cui ipotenusa u € minore di quella del triangolo iniziale

(infatti: u <m < m? <m?+n’= c).

Il risultato segue applicando il principio della discesa infinita.

ESERCIZIO 28 Servirsi del risultato ottenuto nell’ese‘rcizio“16 per dimostrare che le equazioni
x*— y4 =zte x*+ y4 = 7* non hanno soluzioni intere positive. (Suggerimento: verificare che,
se X, y e z fossero soluzione, della prima equazione, i tre numeri x* - y4, 2x%y2, x* + y4
sgrebbero ilati di un triangolo rettangolo la cui area ¢ un quadfato perfetto. L’irrisolubilita

della seconda equazione si riconduce immediatamente a quella della prima).

ESERCIZIO 29 Definiti per ricorrenza i coefficienti binomiali mediante le formule:

Cho =1
Cn’n =1
ntle = Cn,r_1 + Cn’r per1<r<n

dimostrare la formula esplicita:

_ n-(n—-1)-....(n—r + 1)
r-(r—1)-... -2-1

C

n,r
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ESERCIZIO 30 Dimostrare per induzione il teorema del binomio:
n
@+b"= ¥ Cppa™ bk
k=0

ESERCIZIO 31 Dimostrare per induzione:

(a) la proprietd commutativa dell’addizione (si dimostri prima che, per ogni a, a+0=0+a);

b) la proprieta associativa della moltiplicazione;

(©) la proprietd commutativa della moltiplicazione;

(d) la proprieta di cancellazione: perognia,bec,sea+c=b+c,alloraa=b;

(e) la proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione: a x (b + ¢) =
axXb+axc;

) per ogni a, bec, (a°)° = a®*¢;

(g) perogniabec,(axb)’=a"xb°

ESERCIZIO 32 Dimostrare per induzione che, comunque dati due termini diversi t’ e t”, t’ non
pud essere un segmento iniziale di t” (ossia, non esiste una sequenza finita di simboli S tale
che t’S =1t”). ’

ESERCIZIO 33 Dimostrare per induzione che, comunque date due fbf diverse A’ e A”, A’ non
puo essere un segmento iniziale di A”.

ESERCIZIO 34 Dimostrare che il simbolo logico principale di una fbf & il primo simbolo
logico della fbf per cui, contando da destra a sinistra, il numero delle parentesi aperte supera
di uno il numero delle parentesi chiuse.

ESERCIZIO 35 Definire induttivamente la funzione V che associa a ciascun termine le
variabili che occorrono nel termine e la funzione L che ad ogni fbf A associa I’insieme delle
variabili che hanno una occorrenza libera in A.

ESERCIZIO 36 Dimostrare che, se x non ha occorrenze libere in A, allora A[x/t] = A.

ESERCIZIO 37 Verificare che non sempre A[x/y][y/x] = A.
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Il Metodo ipotetico deduttivo
Concetti primitivi, Assiomi Definizioni,
Teoremi
Coerenza e Indipendenza
Modelli di una Teoria

CLAUDIO BERNARDI
Dipartimento di Matematica
"Universita Roma "La Sapienza"
Piazzale Aldo Moro 2
00185 Roma

0. Preémessa

I programmi Brocca suggeriscono, alla fine del Triennio, di rivedere e sistemare quanto
studiéto negli anni precedenti (soprattutto in geometria), per discutere e mettere in luce la
struttura logica delle teorie matematiche. Si tratta, in sostanza, di rendere gli studenti pil
consapevoli dei metodi e dei procedimenti a loro gia familiari. Naturalmente, esula dallo
scopo di queste note scritte la discussione di quanta parte delle osservazioni che seguono
vada presentata via via agli studenti, nell'arco degli anni precedenti, quanta vada invece

rimandata all'ultimo anno e quanta, infine, non sia proponibile in una classe.

1. Le definizioni
Nelle trattazioni matematiche si incontrano due tipi di frasi "ufficiali": definizioni e teoremi.
In una definizione si introduce una parola (o una locuzione) nuova per indicare gli

oggetti che godono di determinate proprieta. Una definizione &, essenzialmente, una

S

abbreviazione: & piil semplice dire che un numero naturale & "primo” invece di dover spie-
gare ogni volta che il numero "¢ maggiore di 1 ed ammette come divisori solo sé stesso e 1".
Una definizione non fornisce nuove informazioni e potrebbe, a rigore, essere eliminata,

anche se i successivi enunciati perderebbero in concisione € in chiarezza. In effetti, una
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definizione si introduce non soio per comodita linguistica, ma anche per fissare l'attenzione
su certi concetti che giocheranno un ruolo importante nel seguito della trattazione (si pensi
alla derivata in analisi, agli ideali di un anello, alla compattezza in topologia, o, a livello
elementare, all'altezza di un triangolo).

Le definizioni hanno una fondamentale importanza nella didattica della matematica,
perché abituano ad esprimersi correttamente (i programmi delle Elementari contengono
sagge raccomandazioni in proposito). In certi casi, & istruttivo chiedere agli studenti di
"trovare” da soli una definizione e non soltanto di ripeterla (ad esempio, quando si deve
descrivere una situazione intuitivamente chiara, come nel caso della perpendicolarita fra retta
€ piano).

Esaminiamo ancora un paio di definizioni.

- "Un'equazione & una uguaglianza soddisfatta solo da particolari valori attribuiti alle

incognite." Il problema ¢ il significato da dare all'aggettivo "particolari": se lo intendiamo
‘come un quantificatore esistenziale, allora non & pill corretto parlare di equazioni impossibili;
per motivi analoghi non & lecito intendere "particolari" come "non tutti". In realtd, la
definizione riportata pud risultare didatticamente efficace, ma non & rigorosa: il fatto che
l'uguaglianza sia "soddisfatta solo da particolari valori" & un avvertimento, non una
condizione che distingue le equazioni da altre uguaglianze.

- "Un numero L & estremo superiore di un insieme H non vuoto di numeri reali se &
maggiore o uguale di ogni elemento di H e se, per ogni € positivo, esiste un elemento x di H
tale che L-& < x < L." Questa definizione & corretta e accettabile nella didattica, ma &
preferibile dire che "Un numero L & estremo superiore di un insieme H non vuoto di numeri
reali se & il minimo numero che sia maggiore o-uguale di ogni elemento di H (o, se si
preferisce, se & il minimo maggiorante di H)". Questa seconda definizione, infatti, fa riferi-
mento solo alla struttura di ordine e non ad operazioni, e pud quindi essere applicata in
situazioni pill generali.

2.1 teoremi v
Un teorema esprime una nuova proprietd che riguarda concetti gia noti, e che pertanto va
dimostrata. ‘

Per indicare i teoremi sono usati spesso altri nomi (con differenze pili che altro
psicologiche): corollario, lemma, criterio (quest'ultimo & un teorema che esprime una
condizione sufficiente), regola (ad esempio, di Ruffini, di De L'Hospital: si tratta di enunciati
che forniscono indicazioni su come svolgere un calcolo), legge (termine per 10..pii1 usato in
fisica), principio (talvolta anche con il significato di assioma, o comunque fatto molto
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generale: p. di induzione, p. di Cavalieri, p. del terzo escluso, p. di identita dei polinomi, p. di
equivalenza delle equazioni).

La maggioranza dei teoremi che si incontrano nelle trattazioni matematiche & di tipo
universale (VxVy ...) e contiene, come connettivo principalé, I'implicazione. Queste circo-
stanze, tuttavia, non capitano sempre: ad esempio, il teorema in geometria dello spazio
secondo cui "esistono rette sghembe" non contiene né quantificatori universali né
implicazioni). Altre volte, l'implicazione non & esplicita nel linguaggio naturale: cosi, "ogni
triangolo ¢ inscrivibile in un cerchio” va schematizzato nella forma "se tre punti non sono
allineati, allora ...".

Solo per i teoremi che sono sotto forma di implicazione & sensato (ed importante):
1) distinguere ipotesi e tesi, 2) costruire l'enunciato inverso (che pud essere o non essere un
teorema). Spesso, ¢ lecito parlare di "inverso di un teorema" con riferimento a pil enunciati,
o perché vi sono piu ipotesi e soltanto alcune si scambiano con la tesi (una volta si
introduceva in proposito il "soggetto”), o perché un enunciato nella lingua corrente si pud
formalizzare in pilt modi. Ad esempio, si consideri l'enunciato seguente, che si riferisce a
quadrilateri in geometria piana, "se i lati opposti sono paralleli e un angolo & retto, allora le
diagonali sono uguali”. Possiamo costruire (almeno) i seguenti inversi: "se i lati opposti sono
paralleli e le diagonali sono uguali, allora un angolo & retto", "se un angolo & retto e le
diagonali sono uguali, allora i lati opposti sono paralleli” (uno solo dei due & un teorema).

Fra i vari tipi di dimostrazione, vale la pena di menzionare esplicitamente le
dimostrazioni per assurdo: per dimostrare o, si mostra che da = o segue un assurdo. Si noti
che, nel caso in cui o sia del tipo p — q, allora = o equivale a p A = q : la dimostrazione
della’ contronominale = q — — p rientra in questo schema, perché consiste nel mostrare
appunto che — q ¢ in contrasto con p.

Segnaliamo ancora che la dimostrazione di un teorema che assicura l'esistenza di un
oggetto con determinate proprietd, pud essere "costruttiva” (quando si mostra come ottenere
un oggetto nelle condizioni volute), ovvero non costruttiva (quando si ragiona per assurdo,
oppure si ricorre a questioni di cardinalitd). Esempi tipici in proposito: l'esistenza di numeri
trascendenti; il teorema di punto fisso per similitudini (che non siano isometrie).

3. Concetti primitivi e assiomi

Per dimostrare un teorema, si ricorre ad altri risultati gia noti, i quali, a loro volta, erano stati
ottenuti da precedenti proprietd. Questo processo a ritroso non pud, evidentemente,
proseguire all'infinito. Pertanto, & necessario che alcuni enunciati siano accettati senza
dimostrazione: questi vengono detti postulati o assiomi. Una situazione analoga si incontra a
proposito delle definizioni: in ogni definizione, il nuovo termine viene spiegato mediante
parole gia note; queste, a loro volta, erano state definite in base ad altri concetti. Anche in tal
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caso deve esserci un punto di partenza, che & costituito dagli enti (o concetti, o termini)
primitivi, che non vengono definiti..

1l discorso si applica alla geometria (dove fra gli enti primitivi riconosciamo in primo
Iuogo i classici concetti di punto, retta, piano, legati dalle relazioni di incidenza), ma vale per
ogni teoria matematica, anche se non & sempre altrettanto facile individuare assiomi ed enti
primitivi. Ad esempio, in una teoria per l'aritmetica (numeri naturali con le operazioni
elementari) non & necessario introdurre come primitivo il concetto di numero (perché tutti gli
oggetti che si considerano sono numeri), ma & sufficiente considerare come enti primitivi un
elemento specifico (lo zero) e le operazioni di passaggio al successore, di addizione e
moltiplicazione.

. Vediamo ora, con riferimento alla geometria, come viene giustificata la presenza (e la
scelta) degli assiomi e degli enti primitivi.

In una prima impostazione abbiamo le risposte piil intuitive. Gli enti primitivi vanno
scelti fra quei concetti cosi chiari e naturali per tutti, che non c'¢ alcun bisogno di definirli
(ad esempio, ci troviamo in imbarazzo se ci viene chiesto che cosa & una retta, ma non c'¢
bisogno di fornire alcuna spiegazione perché tutti abbiamo I'idea di retta). Analogamente, gli
assiomi sono quelle proprieta, relative ai concetti primitivi, cosi evidenti che una loro
dimostrazione, oltre che impossibile, sarebbe anche inutile.

Questa impostazione fu accettata, pilt o meno esplicitamente, fino al secolo scorso,
ma appare oggi piuttosto ingenua (se siamo disposti ad accettare senza dimostrazione i
postulati perché evidenti, allora dovremmo comportarci nello stesso modo di fronte a
qualunque enunciato che secondo l'intuizione sia corretto, con conseguenze incontrollabili).
Nel 1800 varie novita imposero un ripensamento generale. Ne citiamo alcune:

- 1830 nascita delle geometrie non euclidee, in cui si parte da presupposti diversi da
quelli usuali: se gli assiomi esprimono proprieta ovvie, non possono certo essere modificati;
- 1840-50 introduzione di spazi a pit di tre dimensioni: & difficile sostenere che in
questi ambienti certi concetti, anche i pilt semplici, siano naturali ed evidenti;

- 1850-60 von Staudt, nell'ambito dello studio della geometria proiettiva, enuncia il
principio di dualita: & lecito attribuire a parole come punto e retta significati diversi da quelli
intuitivi, mantenendo la correttezza degli enunciati.

Le nuove posizioni assunte da pill matematici verso la fine del secolo. vengono
sistemate e chiarite con l'opera di Hilbert (I fondamenti della geometria, 1899).
Nell'impostazione hilbertiana, che & oggi normalmente accettata, i postulati sono visti come
definizione dei concetti primitivi: non ci interessa sapere che cosa € un punto-o una retta, ma

siamo disposti ad usare questi termini ogni volta che certi oggetti soddisfano le proprieta
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espresse dai postulati. Le figure acquistano, in questo contesto, solo un ruolo schematico-
mnemonico, mentre perdono la funzione di rappresentazione, sia pure approssimata, degli
enti geometrici: la geometria non & pilt una "scienza qualificata dai suoi oggetti", ma una
scienza puramente deduttiva. Naturalmente, resta il problema dei rapporti fra geometria ed
esperienza fisica.

4. Coerenza, indipendenza e éompletezza di un sistema di assiomi
Per introdurre una teoria assiomatica T, occorre in primo luogo precisare i simboli specifici
del linguaggio (costanti, predicati, simboli per funzioni): tali simboli corrispondono agli enti
primitivi della teoria. Occorre pdi fissare l'insieme (o sistema) degli assiomi di T, ciog un
insieme X di formule chiuse del linguaggio (I'insieme £ comprende sempre gli assiomi
logici); come regole di deduzione si intendono, salvo diverso avviso, le regole del calcolo dei
predicati.

Applicando le regole a partire dagli assiomi si ottengono via via i teoremi. Per
indicare che A & un teorema della teoria T che ha ¥ come insieme di assiomi si scrive X |-
A oppure T i~ A.

DEFINIZIONE Un sistema di assiomi T (o la corrispondente teoria) si dice coerente (o
consistente, o non contraddittorio) se da X non si pud dedurre una contraddizione, ciog se
non esiste una formula (chiusa) A tale che £ |- A ¢ Z |- -=A (o equivalentemente X |- A A

SA).

TEOREMA X & inconsistente se e solo se per ogni formula B si ha £ |- B.
Dimostrazione La direzione () & ovvia. Per 'altra, basta osservare che (A A -A)—> B ¢
una tautologia ed ¢ quindi un teorema di T: di conseguenza, se una teoria dimostra A A —A,

allora dimostra anche B ("Modus Ponens").

DEFINIZIONE Un sistema di assiomi X si dice dipendente se esiste un assioma che si pud
dedurre dagli altri; ciog se esiste un A € X tale che X - {A} |- A; Z si dice indipendente in

caso contrario.

DEFINIZIONE Un sistema di assiomi X (o la corrispondente teoria) si dice cl'ompleto_ se per
ogni formula chiusa A si ha £ |- A oppure X |- —A (spesso, parlando di teoria completa si
sottintende che la teoria sia consistente). '

La completezza (non prevista nei programmi Brocca) esprime una proprietd che a
priori c¢i aspetteremmo in molte teorie, cio® che non restino situazioni incerte. Tuttavia, come

si vedra nel seguito del corso, questa aspettativa ¢ destinata a rimanere (fortunatamente)
insoddisfatta.

95



Si noti la stretta analogia che intercorre fra sistemi di assiomi e sistemi di equazioni:
la consistenza corrisponde al fatto che le varie equazioni non esprimano condizioni
contrastanti; l'indipendenza al fatto che nessuna equazione sia conseguenza delle altre, cio¢
che ciascuna-equazione dia informazioni nuove; la completezza al fatto che le equazioni
permettano di rispondere ad ogni-domanda relativa alle incognite.

TEOREMA X |- A se'e solo se X U{- A} & contraddittorio.

Dimostrazione (—) Se X permette di dimostrare A, allora T U {-A} permette di dimostrare
sia A sia —A.

(<) Supponiamo che nella teoria X U {=A} si dimostri una contraddizione. Allora,
assumendo come assiomi solo le formule di X, da —A segue una contraddizione: abbiamo
cosi (nella teoria %) una dimostrazione per assurdodi A.

Ad esempio, il fatto che il postulato delle parallele non si possa dedurre dagli altri assiomi
della geometria euclidea equivale alla consistenza della geometria (non euclidea) in cui si
accetta, insieme agli altri assiomi, la negazione del postulato delle parallele.

Come si vedra nel seguito, & spesso opportuno considerare un insieme infinito di

assiomi. In proposito, vale il seguente

TEOREMA Un insieme T di assiomi & coerente se e solo se & coerente ogni sottoinsieme
finito di Z. '

Dimostrazione‘ L'implicazione {(—) é\(__)vvia. Per l'implicazione inversa, basta osservare che
ogni dimostrazione coinvolge un numero finito di assiomi (anche se la teoria ha infiniti
assiomi); per cui, se si pud ottenere una contraddizione, lo si puo fare a partire da un numero
finito di assiomi.

5. Esempi di teorie assiomatiche
Precisiamo che, in tutte le teorie che seguono, compare nel linguaggio il simbolo "=" (da
interpretarsi nel modo naturale).

(A) La geometria euclidea ¢& il primo' (l'unico?) esempio di teoria assiomatica che viene
preSentato a Scuola. In realta, da un punto di vista logico, si tratta di una teoria piuttosto
complessa da formalizzare. Vediamo come si pud procedere, limitandoci alla geometria del
piano. ' ; ,

_ In primo luogo, per distinguere fra punti e rette, introduciamo due predicati unari P(x)
ed R(x), da pensarsi intuitivamente come "x ¢ un pﬁnto" ed "x & una retta"; occorrono poi un

predicato binario I(x,y) per tradurre la relazione di incidenza ("il punto x sta sulla retta y") e
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un predicato a quattro posti U(x,y,z,t) per la cbngruenza (uguaglianza) fra segmenti ("il
segmento di estremi X,y & congruente al segniento di estremi z,t").

Seguendo (pitt 0 meno) 'impostazione di Hilbert, introduciamo i seguenti assiomi:
-+ Assiomi di collegamento o incidenza. Ad esempio: "Per due punti distinti passa una e
una sola retta", "ogni retta contiene almeno due punti”, "esistono tre punti non allineati":

A titolo di esercizio, traduciamo l'ultimo nel linguaggio formalizzato:

Ix Ay 3z [P(X) A P(y) A P(2) A VT (R(Y) = = (I(x,t) Al(y,t) Al(z1)))]

- Assiomi di ordinamento, che permettono di introdurre i concetti di semiretta,
segmento, semipiano.
- Assiomi di congruenza, relativi alla congruenza di segmenti (proprieta riflessiva,
simmetrica, transitiva, possibilita di trasportare un segmento, ...). Un'osservazione didattica:
una trattazione completa degli assiomi di congruenza & difficilmente presentabile in una
Scuola Superiore, per cui spesso si fa ricorso all'intuizione. Nelle trattazioni classiche (a
partire dagli Elementi di Euclide), i tre criteri di congruenza vengono giustificati con
considerazioni intuitive, dopo di che svolgono un ruolo analogo a quello degli assiomi (aﬁche
se non sono sufficienti per una trattazione rigorosa dell'argomento).
- Assioma delle parallele. Dati un punto P ed una retta r non passante per P, esiste una e
una sola retta per P che non ha punti in comune con 1. (In realtd, come era gia chiaro ad
Euclide, & sufficiente richiedere l'unicitd della parallela, in quanto, con gli assiomi di

ordinamento e di congruenza, si riesce a dimostrare 1'esistenza.)

- Assioma di Archimede. Dati due segmenti (non degeneri) esiste un multiplo del
mifiore che supera il maggiore. Si noti che 1'assioma di Archimede non si pud formalizzare al
prim’ordihe, perché il quantificatore esistenziale agisce su una variabile che indica un
numero naturale (e non un punto o una retta).

- Assioma di completezza, sul quale ci limitiamo a precisare che le formulazioni usuali
non sono esprimibili al prim'ordine.

(B) Nelle geometrie non euclidee (iperbolica ed ellittica) si assume un postulato diverso
dall'assioma delle parallele (per la geometria ellittica & necessaria anche una modifica agli
assiomi di ordinamento). Non entriamo nei dettagli, ma ci limitiamo-a una osservazione
generale. Volendo classificare analogie ¢ differenze fra le geometria iperbolica ed ellittica ¢
la geometria euclidea, si possono distinguere:

- risultati comuni alle varie geometrie, come l'nguaglianza degli angoli alla base di un
triangolo isoscele (in generale, pud capitare che, partendo da ipotesi diverse, si ottengano gli
stessi risultati);
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- risultati di geometria euclidea che non si ritrovano nelle altre geometrie: ad esempio,
il teorema di Pitagora e il suo inverso, i teoremi sulla similitudine, 1'usuale introduzione del
numero T ;

- risultati delle geometrie non euclidee che non valgono nella geometria euclidea: ad
esempio, il "quarto" criterio di uguagliaﬁza dei triangoli, secondo cui se due triangoli hanno
gli angoli rispettivamente uguali, allora sono uguali;

- risultati specifici, che cioé riguardano situazioni che non si presentano in geometria
euclidea (ad esempio, risultati relativi all'angolo di parallelismo);

- risultati classici che si possono generalizzare a tutte le geometrie a patto di modificare
I'enunciato: ad esempio, il teorema dei seni vale in tutte le geometrie se viene enunciato cosi:
in ogni triangolo il rapporto fra la lunghezza della circonferenza avente per raggio un lato ed
il seno dell'angolo opposto & costante, cio® & lo stesso per i tre lati (sempre che si adotti una
conveniente unita di misura per i segmenti).

(C) La teoria dei gruppi & una teoria assiomatica piuttosto -semplice. Il linguaggio
comprende una costante "1" (I'elemento neutro), il simbolo "-" per I'operazione binaria. Gli
assiomi sono quelli ben noti:

VXVYVz [(X-y)z=x(y-2)]; Vx(x1=1x=Xx); Vx3y(xy=yx= 1) 

Si pud dimostrare che l'insieme degli assiomi, nella forma vista, & dipendente (abbiamo fatto
richieste sovrabbondanti) e non completo (ad esempio, dagli assiomi visti non si pu6 dedurre
né VXVy (xy =y-X) né -VXvy (xy = y-x).

. Gli assiomi visti (o altri equivalenti) sono spesso presentati come "definizione" di
gruppo; del resto, come abbiamo gia notato, gli assiomi costituiscono una definizione degli
enti primitivi. ' ' N

Si noti la netta differenza epistemologica fra la teoria dei gruppi e la teoria della
geometria euclidea: quest'ultima nasce per descrivere una specifica situazione, mentre la
prima ha gia in partenza lo scopo di adattarsi a strutture diverse.

Arricchendo opportunamente linguaggio e insieme degli assiomi, si ottiene la teoria
dei campi. La cosa ha una rilevanza didattica, perché, entro certi limiti, si puo ritenere che si
tratti della teoria dell'algebra elenientare (gli assiomi dell'algebra, quasi sempre impliciti,
sono ciog le proprieta delle operazioni).

(D) Inumeri reali costituiscono l'unico campo ordinato completo. Tuttavia, mentre non vi
sono difficolta a descrivere al prim'ordine le proprieta di campo ordinato, non si riesce ad
esprimere al prim'ordine la completezza (abbiamo gid accennato alle difficoltd poste
dall'assioma di Archimede). In altre parole: ci sono assiomi al prim'ordine per i reali (si
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aggiungono agli assiomi di campo altri aésiomi, ad esempio per richiedere che —1 non sia un
quadrato o che 1+1 # 0), ma non € vero che i reali siano I'unica struttura che soddisfa quegli
assiomi. Un sistema di assiomi per i numeri naturali verra discusso nel seguito del corso.

(E)  Anche la teoria degli insiemi si pud impostare in modo assiomatico (il discorso non &
comunque alla portata di studenti delle Superiori). Si potrebbe pensare che, nella teoria
assiomatica degli insiemi, vadano intesi come primitivi i concetti di insieme e di elemento;
tuttavia, & pitt semplice assumere come primitiva solo la relazione binaria di appartenenza,
senza fare una distinzione a priori fra oggetti che sono elementi ed altri che sono insiemi. Fra
gli assiomi, si richiedono in genere i seguenti (ovviamente non sufficienti):

- assioma dell'insieme vuoto ("c'¢ un insieme privo di elementi"); simbolicamente:
3x Vy -(yex)

- assioma di estensionalitd ("se due insiemi hanno gli stessi elementi, allora sono
uguali”) VX Vy [Vz (zex «— zey) — (x=y)] '

Fra gli altri esempi di teorie assiomatiche che possono avere interesse nella didattica
delle Superiori, citiamo:

- impostazione assiomatica per la probabilita;
- altre assiomatiche per la geometria, in particolare: la proposta di Choquet (in cui si

. assume a priori la conoscenza dei reali) e l'impostazione di Tarski (che riesce ad esprimere al

prim'ordine i concetti e le proprieta che usualmente si studiano in geometria, senza parlare
esplicitamente di rette, ma solo di punti; pill precisamente, si intende che tutte le variabili
indichino punti, e si introducono due predicati, uno a tre posti e uno a quattro posti: B(x,y,z)
da interpretarsi come "i punti x, y, z sono allineati ed y & compreso fraxez", e 8(x,y,u,v) da
interpretarsi come "il segmento di estremi x, y &€ congruente al segmento di estremi u, v");

- ancora assumendo la conoscenza dei reali, si possono presentare assiomaticamente gli
spazi metrici;

- definendo una relazione d'ordine parziale come una relazioné riflessiva,
antisimmetrica e transitiva, si introduce (in modo pili 0 meno esplicito) la teoria degli insiemi

ordinati.

Alcune proposte didattiche suggeriscono di presentare, specie nel biennio "deduzioni
locali": in sostanza, si tratta di limitarsi a mostrare che da certi fatti (accettati perché intuitivi
o verificabili sperimentalmente) ne seguono altri (a priori non prevedibili); il tutto senza
preoccuparsi dell'indipendenza delle premesse, né di un unico inquadramento per tutti gli
argomenti. In un ordine di idee non troppo diverso, si pud introdurre la geometria affine (che

ha come assiomi solo alcuni degli assiomi della geometria euclidea).
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6. Modelli di una teoria - Il problema della coerenza

Per modello di una teoria T si intende una struttura in cui sono soddisfatti gli assiomi di T: ad
esempio, ogni gruppo ¢ un modello per la teoria dei gruppi. In ogni modello di T valgono,
naturalmente, tutti i teoremi di T (le regole di deduzione sono state scelte propfio in modo da
conservare la veritd: un ragionamento corretto deve far passare da premesse vere a
conclusioni vere).

Si osservi che una dimostrazione matematica non fa riferimento ai modelli, perché ¢
condotta (o dovrebbe essere condotta) per via sintattica. Il discorso non & molto diverso da
quello che si incontra anche nella pratica didattica: non si pud dimostrare un teorema
considerando solo un caso particolare (un teorema pud essere verificato, o applicato, in un
caso particolare).

L'introduzione e lo studio dei modelli rientra nella semantica di una teoria
(contrapposta alla sintassi).

E' facile convincersi che, se un sistema di assiomi ammette un modello, allora non &
contraddittorio. Infatti, tenuto conto che in un modello valgono tutti i teoremi della teoria,
non pud capitare che, in un unica struttura sia verificato un enunciato e, al tempo stesso, la
sua negazione.

Come si vedra, per le teorie al prim'ordine si dimostra anche I'implicazione inversa;
in altre parole, una teoria & coerente se e solo se ammette almeno un modello.

L'osservazione precedente costituisce un semplice criterio per stabilire la consistenza
di una teoria. Ad esempio, la teoria dei gruppi & consistente perché esiste un gruppo
finito (il fatto che il gruppo sia finito permette di eseguire tutti i controlli). Tuttavia, come si
vedra nel seguito del corso, per molte teorie importanti non siamo nelle condizioni di
dimostrare la coerenza.

A questo punto siamo in grado di introdurre la "consistenza relativa” con riferimento
ai modelli (ci sono anche definizioni sintattiche). Se una teoria T & consistente, allora
ammette un modello M; supponiamo che, a partire da M, si riesca a costruire un modello M'
di una teoria T'; in queste condizioni, anche T' risulta consistente (perché ammette un

~

modello). Si dice allora che T' & consistente relativamente a T:

ESEMPI

(A) Ricorrendo alla geometria analiticé, si dimostra la consistenza relativa della geometria
euclidea rispetto alla teoria dei numeri reali: se chiamjamo punti le coppie ordinate di numeri
- reali e rette gli insiemi dei punti le cui coordinate soddisfano un'equazione lineare in due
variabili, gli assiomi risultano soddisfatti, cio¢ si ottiene un modello per la geometria
euclidea.
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(B) I modelli (di Klein, di Poincaré, ...) per le geometrie non euclidee sono costruiti
all'interno del piano o dello spazio euclideo, nel senso che, proprio sfruttando le proprieta
della geometria euclidea, riusciamo a dimostrare che sono soddisfatti gli assiomi delle nuove
geometrie. Di conseguenza, se gli assiomi della geometria ellittica (ad esempio) si
contraddicessero fra loro, allora troveremmo una contraddizione su una\‘superficie sferica
della geometria euclidea. In definitiva: se la geometria euclidea non & contraddittoria, allora
anche le geometrie ellittica e iperbolica non sono contraddittorie.

Segnaliamo anche I'importanza didattica dei modelli delle geometrie non euclidee,
che permettono di visualizzare i nuovi ambienti.

Alcune citazioni
(LEIBNIZ) «Le definizioni di per sé sono arbitrarie; tuttavia devono adattarsi all'uso e al
CONSenso comune.»

(HOBBES) «Se le definizioni sono arbitrarie, tutta la matematica, che si basa sulle
definizioni, € arbitraria.»

(SACCHERI) «Una definizione & figlia di molti teoremi.»

(PEANO) «Le definizioni sono utili ma non necessarie, perché al posto del definito si pud

sempre sostituire il definiente [...]. Se la nuova definizione non ¢ pili lunga e pitt complicata,

quella definizione era poco utile. Se si incontrano difficolta, la definizione non fu ben data.»

(POINCARE, 1900) «Russell distingue tre tesi che egli respinge allo stesso modo: 1° La

verita della geometria euclidea ci & nota a priori prima di ogni espetienza. 2° Una geometria

¢ vera e le altre sono false, ma non potremo mai sapere qual ¢ quella vera. 3° Nessuna
geometria & vera o falsa. Russell crede che adotti la terza tesi, ma non ne & sicuro; pOsso

rassicurarlo: adotto la terza tesi e rifiuto in modo assoluto le prime due.»

(POINCARE, 1902) «Gli assiomi non sono né giudizi sintetici a priori né fatti sperimentali:
sono convenzioni. La nostra scelta tra tutte le convenzioni possibili & guidata da’fatti
sperimentali, ma resta libera ed ¢ condizionata solo dalla necessita di evitare contraddizioni.
[...] Gli assiomi della geometria sono semplici definizioni mascherate. Che si deve quindi
pensare della questione circa la verita della geometria? Essa non ha alcun senso. Sarebbe
come domandare se il sistema metrico sia vero e false le antiche misure; se siano vere le
coordinate cartesiane ¢ false quelle polari. Una geometria non ﬁub essere pill vera di un‘altra;

pud essere soltanto pilt comoda.»
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(EINSTEIN, 1921) «Gli assiomi definiscono gli oggetti di cui si occupa la geometria. [...] Io
attribuisco speciale importanza all'interpretazione della geometria che ho ora esposto, perché
senza di essa non sarei stato capace di formulare la teoria della relativita.»

(FREGE, circa 1900) Gli assiomi «non vengono dimostrati perché la loro conoscenza
scaturisce da una fonte conoscitiva di natura extralogica, che possiamo chiamare intuizione
spaziale. Il fatto che gli assiomi siano veri ci assicura di per sé che essi non si contraddicono
fra loro, e cid non richiede alcuna ulteriore dimostrazione.»

(HILBERT, in risposta a Frege) «[...] io ho detto esattamente il contrario:. se assiomi
arbitrariamente stabiliti non sono in contraddizione, con tutte le loro conseguenze, allora essi
sono veri. [...] Se voglio intendere un qualunque sistema di enti, per esempio il sistema:
amore, legge, spazzacamino, allora bastera che assuma tutti i miei assiomi come relazioni fra
questi enti perché le mie proposizioni, ad esempio il teorema di Pitagora, valgano anche per
essi. In altre parole, ogni teoria pud essere applicata a infiniti sistemi di enti fondamentali.
Tale ¢circostanza non rappresenta un difetto della teoria (ne & piuttosto un grandissimo pregio)

e in ogni caso & inevitabile.»

(SEVERI, 1952) «lo feci un'esperienza nei miei lontani anni di Padova, nell'insegnamento
della geometria proiettiva (1904-05). Per chiudere la porta ad ogni intuizione degli allievi,
denotai le idee primitive (punto, retta, piano) con parole ignote ai miei ascoltatori e, enunciati
su esse i postulati, dimostrai, col cervello chiuso all'intuizione, i primi teoremi. Presto perd
mutai rotta, perché compresi che avrei potuto esser seguito da qualche fanatico delle cose
nuove e singolari, ma che non avrei insegnato quel che dovevo insegnare.»

Nel 1821 CAUCHY disse che si proponeva di "dare ai metodi dell'analisi lo stesso rigore che
si chiede in geometria”. L'analisi odierna soddisfa alle esigenze espresse da Cauchy ?
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Esercizi

CLAUDIO BERNARDI

ESERCIZIO 1 In ciascuno dei due casi seguenti, scegliere fra (A) e (B) in modo da ottenere.
una affermazione corretta.

(A) Inuna definizione ci deve essere una e una sola parola (o locuzione) nuova
(B)  Nell'enunciato di un teorema ci deve essere una e una sola parola (o locuzione) nuova

- Se nell'enunciato di un teorema rimpiazziamo ogni parola con la rispettiva definizione
e continuiamo questo processo fin che & possibile, troviamo

(A) un enunciato che esprime un legame fra gli enti primitivi
(B)  un assioma.

ESERCIZIO 2 Sia ¥ un insieme di assiomi indipendente e coerente. Eliminando uno- degli

assiomi di X si ottiene un insieme di assiomi X'. Il sistema X' ¢ indipendente? E' coerente?

Puo essere completo?

ESERCIZIO 3

a. Siano X e X' due diversi sistemi di assiomi equivalenti, cio¢ che generano lo stesso
insieme dei teoremi. Se X & consistente, o indipendente, o completo, valgono le analoghe
proprieta per X' ?

b. Quali delle proprietd considerate al punto a. valgono per un sistema X se e solo se

valgono per ogni suo sottinsieme finito?

ESERCIZIO 4 Una teoria & completa e non contraddittoria. Dimostrare che se si aggiunge un

altro assioma, il sistema di assiomi che si ottiene & o contraddittorio o dipendente.

ESERCIZIO 5 1 tre assiomi seguenti descrivono la struttura dell'insieme dei numeri naturali

non

con la sola operazione di successore: "0 non & il successore di alcun numero"”, "se due numeri
hanno successori uguali allora sono uguali”, "ogni numero diverso da 0 ¢ il successore di un
opportuno numero”. Esprimere questi tre assiomi nel linguaggio al prim'ordine che disponga
della costante 0, del simbolo ' (operazione unaria per il successore) e del simbolo di
uguaglianza. Trovare poi un modello per questa teoria, che non sia isomorfo ai numeri

naturali.
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ESERCIZIO 6 Scrivere assiomi (in un opportuno linguaggio al prim'ordine) in modo che i
modelli siano tutti e soli gli ordini totali densi, privi di minimo e massimo. [Ad esempio, si
pud assumere fra gli assiomi la formula VX 3y (X < ¥). Si pud dimostrare che si ottiene una

teoria completa.]

ESERCIZIO 7 Sia X un insieme di assiomie sia F una formula chiusa. Dimostrare che
se ZU {F} & indipendente, allora £ U {= F} & non contraddittorio. (Se, accettando ... si
arriva ad una contraddizione, allora abbiamo una dimostrazione per assurdo di ...). Dedurre
che, se F & una formula tale che né F né - F sono dimostrabili in una teoria consistente,
allora si pud aggiungere come assioma sia F sia = F, ottenendo due teorie ancora consistenti.
{(Un esempio & costituito dal postulato delle parallele e dalla teoria formata dagli altri assiomi
della geometria euclidea.)

ESERCIZIO 8 Si consideri la teoria con i seguenti assiomi:

a. assiomi di gruppo (rispetto ad un'operazidne indicata con )
. Ix 3y [~(x=y) AVzZ (z=X v z=y)]
c. X Ty =(x+x=y*y)

La teoria & consistente? E delle tre teorie che si ottengono considerando solo due dei
tre assiomi, quali sono consistenti? (Si tenga presente che Z2, ciog le classi di resto modulo 2

con l'addizione, &, a meno di isomorfismi, 'unico gruppo con due elementi.)y

ESERCIZIO 9 Sia M un modello per una teoria non contraddittoria T e sia F una formula

chiusa. Si pud presentare la sitvazione descritta in ciascuno dei seguenti casi?

a. Feéunteoremadi T ed F & falsain M
b. Fnonéunteoremadi TedF e verain M
c. - Féunteoremadi T ed F & verain M.

Cambiano le risposte se si suppone che T sia completa?

ESERCIZIO 10 Sia M un modello di £ e'si supponga che in M sia soddisfatta una formula

chiusa o.. Quali delle seguenti affermazioni si possono dedurre da quanto premesso?

Tl-o
nonéveroche T |- = o

Y & consistente

a0 oo

¥ U {a} & completo
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ESERCIZIO 11 Sia X un insieme di assiomi e sia 0. una formula chiusa tale che = U {a} &

indipendente. Quali delle seguenti affermazioni si possono dedurre da quanto premesso?

¥ & consistente
> U {= a} & consistente

¢, non & teorema della teoria generatada X

o oo

— o, non ¢ teorema della teoria generata da X

ESERCIZIO 12 Sia oy, per ogni n>1, la formula seguente

3x1 H,XZ"' Ixn [- (X1 =x2) A= (X1 =X3) Aeee A= (Xn-1 = Xn) 1.

Dopo aver verificato che la formula o, asserisce che "esistono almeno n elementi distinti", si

considerino le tre teorie che hanno come assiomi rispettivamente

t

D). {ag,03,04,...}; (i) {ag,05,0¢6}; (i) {—o0g }

Stabilire quali delle teorie citate: (a) ammettono solo modelli finiti; (b) ammettono modelli
sia finiti sia infiniti; (c) ammettono come modelli tutti e soli gli insiemi infiniti.

ESERCIZIO 13 Si trovi un insieme T di assiomi tale che, per ogni insieme finito M, M & un
modello di T sse (se, e solo se) M ha un numero pari di elementi. (Suggerimento: si
considerino le formule o introdotte negli esercizi precedenti.) La teoria T ammette anche

medelli infiniti?

ESERCIZIO 14 L'insieme X degli assiomi della teoria (i) del precedente esercizio 12 &
infinito. Mostrare che, se si considera un sottoinsieme finito di X, si ottiene una teoria non
equivalente a quella iniziale (cioé con teoremi diversi). [In effetti, si pud dimostrare che la

teoria considerata non ¢ "finitamente assiomatizzabile"]. I sistema di assiomi considerato &
indipendente? Si pud rendere indipendente eliminando gli assiomi superflui?

ESERCIZIO 15 E' vero che ogni sistema di assiomi si pud ridurre ad un sistema equivalente
formato da un solo assioma? (Si distingua il caso gli assiomi sono in numero finito da quello
in cui vi sono infiniti assiomi.)
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Schemi di Deduzione

CARLO MARCHINI
Dipartimento di Matematica
Universita di Parma
Via D'Azeglio 85/A
43100 PARMA

La Logica ¢ una sorta di "microscopio” che analizza il discorso matematico per "catturarne"
le articolazioni deduttive. Non & stenografia, anche se da esigenze di abbreviazione si sono o-
riginati i simboli usati nella Matematica, che oggi la Logica studia e utilizza. La nostra
disciplina chiarisce e specifica il concetto di proprieta, usato nei postulati di Peano e in teoria
degli insiemi; definisce il concetto di computabile, ecc. In questi e altri contesti I'analisi deve
andare al di la della stenografia. Frege da inizio alla Logica matematica attuale: egli propone
il linguaggio formale come lo strumento (con connotati algebrici) idoneo a descrivere le
pr(;prietd, intese come sinonimo di formule. Il linguaggio formale & inoltre "utensile”
privilegiato per dare certezza e chiarezza alle argomentazioni e garanzia della correttezza
delle dimostrazioni.

Una prima analisi (pedante) riguarda la forma delle espressioni; & indispensabile per
condurre in seguito numerose dimostrazioni basandosi sulla costruzione delle scritture che

interessano. Fino a poco fa era di scarsa valenza didattica, oggi la "rigidita" dei calcolatori

I'ha rimessa in-auge. Un esempio: nella scrittura 3+X = 7 oltre alla ricerca della soluzione il
logico vede aspetti diversi: c'¢ un predicato binario particolare, l'eguaglianza che per il

momento si considera solo come un generico predicato binario !. Cost si evidenzia che 3+x ¢

3+x =7 sono scritture di enti di natura diversa. La seconda esprime un giudizio problema-

1 Usando la notazione prefissa si scrive = (3+X,7). Con un predicato binario sono possibili due scritture:
quella che premette il predicato, detta prefissa: =(3+x,7) e quella in cui il predicato & posto in mezzo, detta
infissa: 34X = 7. Se si considera un predicato unario o ternarjo, non ¢'¢ pilt questa possibilita. Cosi, per
uniformita, si preferisce 1'uso dei predicati prefissi. Fanno eccezione l'eguaglianza, i simboli usati per relazioni
d'ordine ¢ parallelismo, perpendicolarita ed altri, ormai di uso consolidato in Matematica.
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tico, la prima ha la stessa "natura" di numero di 3 e 7. In esse compare X, l'indeterminata. Da
questo esempio si individuano l'indeterminata, X, le costanti (individuali), 3 e 7, la scrittura
che assomiglia alle variabile ed alle costanti (individuali), 3+X, a cui si da il nome generico di
termine ed infine la frase, formula, ottenuta applicando il predicato binario a due "numeri”,
meglio, termini.

L'analisi delle scritture precedenti e di altro tipo si precisa in modo rigoroso partendo
dall'alfabeto. La definizione precisa di alfabeto ha notevoli difficolta di carattere didattico,
aridit, scarso coinvolgimento da parte degli studenti, ecc. E' pit1 efficace ottenere una defini-
zione di questo tipo solo con un percorso didattico che preveda la definizione come punto di
arrivo, nello stile di Lakatos, cosi come ¢ stato nella logica, ma si rischia di allungare i tempi.
La via migliore & prendere in esame situazioni familiari, ad esempio i polinomi con il loro
linguaggio e le loro proprieta. La riflessione didattica dovrebbe staccarsi dagli aspetti
algoritmici, predominanti nella prassi, per giungere ad individuare gli oggetti linguistici
utilizzati 2. I polinomi sono l'esempio principale del concetto di termine. Ma questa strategia
non ¢ facile ed ¢ poco motivante. .

~ Sempre dall'esperienza scolastica si pud introdurre un'operazione grammaticale im-
portante, la sostituzione. Il teorema (regola) di Ruffini ne & un esempio: dato un polinomio
p(x) si vuole sapere se & divisibile pér X - a. Si puo procedere ip due modi, uno pit lungo ed

2 Per definire i polinomi c'¢ bisogno di un insieme X di oggetti, non altrimenti specificati, detti indeterminate o
variabili. La scelta tra queste due dizioni merita un poco di attenzione. Molto spesso in Algebra ed in Analisi si
adoperano come sinonimi. Ma la prima ha un connotato pilt grammaticale, la seconda ha un sapore pil semanti-
co. Indeterminata & un simbolo che non sta al posto di nessun altro, variabile sottintende un ambito di varia-
zione. La differenza si pud cogliere meglio quando si considerano i polinomi, per esempio a coefficienti reali.
Dato che R & un campo, con una costruzione che si presenta solitamente nei corsi universitari di Algebra, si
pud considerare 1'anello commutativo con unitd, IR[x] dei polinomi a coefficienti reali. All'universita i poli-
nomi sono successioni di numeri reali definitivamente nulle, non la somma di monomi! In questo modo I'inde-
terminata X con le sue potenze & semplicemente un indicatore di posto, in luogo delle virgole con cui
solitamente si rappresentano le successioni. Non ha alcun valore numerico. Quando invece si parla della
variabile X si considera non pitl il polinomio, elemento di R[x], ma una funzione da R a IR che una volta fis-
sato il valore di X, ad esso fa corrispondere un numero reale. Un esempio di questa "confusione” si pud trovare
sui testi al momento della presentazione del Principio di identita dei polinomi. Per alcuni due polinomi in X
sono identici quando, ridotti a forma normale, hanno lo stesso grado ed i coefficienti delle potenze di X
rispettivamente eguali. In altri libri si trova che due polinomi sono identici se assumono gli stessi valori per gli
stessi valori della variabile X. In una fase strettamente grammaticale & preferibile la dicitura indeterminata.

Un polinomio si presenta come scrittura in cui compaiono addizioni e moltiplicazioni tra numeri ed
indeterminata(te). Dal punto di vista della struttura delle scritture, ogni costante & un polinomio (di grado 0), X &

un polinomio (di grado 1) e se p(x} e q(x) sono polinomi, anche (-p(x})) & un polinomio (cop lo stesso grado di .

p(x)); (p{x) + q{x)) & un polinomio (il cui grado & minore o eguale al massimo dei gradi di p(x) e q(x)) e
(p(¥)-q(x)) & polinomio (di grado pari alla somma dei gradi di p(X) e q(x)).Questa potrebbe utilmente essere
presa come definizione di polinomio a coefficienti in un campo anche nella scuola secondaria. Le parentesi
scritte sono superflue, ma possono servire per evidenziare che (-p(x)) oppure (p(x} + g(x)) o (p(x)-q(x)), sono

enti nuovi, con una loro individualita, anche se costruiti con "mattoni" gia presenti. Invece non & un

( X
) _ q(x)
polinomio. Qui interessa focalizzare il procedimento di costruzione per ricursione, che si ripete con opportuni
mutamenti in altre parti della logica: dati certi enti, per il momento non meglio precisati, detti polinomi, ese-
guendo su esse alcune operazioni consentite, si ottiene ancora un ente dello stesso tipo.
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uno piu veloce: il primo consiste nell'eseguire la-divisione e determinare il resto, con uno dei
procedimenti noti, il secondo, piu rapido: si calcola p(a), la scrittura che si ottiene sosti-
tuendo a al posto di X o, pit correttamente, calcolando il valore della funzione polinomiale
associata a p su a. Si pud indicare p(a) con la scrittura pit complessa, ma pil esplicita,
p(x/a) oppure con (x/a)(p(x)) 3. In essa si specifica che bisogna porre a in luogo di x e non
viceversa, anche se a ¢ presente tra i coefficienti dél polinomio. Bisogna conferire
all'operazione di sostituzione la natura di un omomorfismo, visto che il risultato della
sostituzione (x/a)(x2 - 3x + 1) ¢ a2 - 3a + 1, omomorfismo per il quale devono essere
indicate le strutture tra cui opera. 4 '

Come detto pitt volte, dato il carattere rigoroso della Logica, anche queste operazioni
grammaticali vanno correttamente definite, seppure a scapito della semplicita didattica. Gli

esempi riportati giustificano, almeno psicologicamente, le definizioni che seguono:

3 Alcuni autori usano il simbolo di sostituzione scambiando il ruolo dei termini, premettendo il termine da so-
stituire alla indeterminata: p(a) € ottenuto dalla sostituzione (alx){p(x}).
X+3y-z=2
4 Un altro esempio & dato dai sistemi di equazioni. Per risolvere {Xz - 3y? g xz =5 si applica il metodo per
X-yz=
sostituzione: dalla prima si ricava X = 2 - 3y + Z che va sostituito nella rimanenti, con una sostituzione che per
analogia a quanto scritto prima pud essere indicata con (}/(2 - 3y)). Il risultato &

(2-3y+z)2-3y2+(2-3y+z)z=5
(2-8y+z)-yz=0

Questo esempio & interessante perché a differenza del precedente, non si opera solo su un polinomio (termine),
bensi sulla congiunzione di due eguaglianze (formula) seppure lasciando inalterati i simboli in ‘cui non inter-
viene X. Il fatto che si tratti di una formula vera e propria non & messo bene in luce dalla scrittura: nei sistemi la
parentesi graffa aperta che "raduna” le varie equazioni ¢ il connettivo di congiunzione A. Quindi ancora una
volta alla sostituzione & conferita la natura di omomorfismo, non solo riguardo alle operazioni costitutive dei
termini, anche rispetto ai connettivi (¢ pure dei quantificatori, con qualche cautela). Un esempio pil complicato
& quello delle formule risolutive. Data la generica equazione di secondo grado ax2 + bx+c= 0, si determinano
le soluzioni con la formula ben nota,

< = -b - Vb2 - 4ac _-b+\Jb2-4ac
1= 2a - 2a ’
Spesso si considerano esempi di equazioni di secondo grado in cui i coefficienti a, b e ¢ assumono i

valori pill svariati. Ad esempio per risolvere I'equazione (a - b)x2 - (a + b)x + a = 0, basta applicare la formula
risolutiva ed ottenere

(a+b)-\l(a‘+b)2-4a(a-b) ‘o = (a+b)+ V(a+b)2-4a(a-5)

2(a-b) 2(a-b)

Qui non interessa svolgere i calcoli, ma mettere in luce aspetti logici importanti. Molte voite lo scopo
di. ripetuti esercizi sull'argomento & quello di far acquisire le formule risolutive e di far apprendere come ese-
guire le trasformazioni. Bisogna perd prestare attenzione: la sostituzione usata & rappresentabile come
(a/(a+b) b/(a-b) c/a), ed & una sostituzione simultanea che non pud esser effettuata facendo prima la sostituzio-

ne di @ e poi quella di b e poi quella di ¢ o in qualunque-altro ordine si voglia, perché darebbe luogo a risultati
ben diversi, a meno di non aggiungere altri simboli.
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DEFINIZIONE Sia A l'alfabeto di un calcolo dei predicati e sia X un insieme di indeterminate;

si definisce 'insieme delle sottoformule di una formula come segue:

1) Per ogni n21 ed ogni costante predicativa Re Py, prési comunque
t1, ..., the Ta(X); si ha sub(Rty,... tn) = {RYy,....tn};
2) se @ & una formula, sub((-9)) = sub(@)U{(~o)};
3) se ¢ e y sono formule, e 0e {A,v,—, <3}, allora
- sub((00y)) = sub(g)usub(y){(edy)};
4) se ¢ ¢ una formula xe X e Qe {V,3}, allora sub((Qxo)) = sub(e)U{(Qxe)};
5) nient'altro 5.

Si dice che y & una sottoformula di ¢ se ye sub(g).

Questa ¢ una definizione per ricursione, simile a quella di polinomi data in nota.

Sul concetto di indeterminata libera e vincolata, agli inizi del secolo c'® stata grande
discussione. I logici hanno enucleato il concetto e ne hanno compresa 1'importanza, anche se
da sempre i matematici e non solo essi ne hanno fatto uso. ¢ Una situazione simile a quelle
citate negli esempi in nota, si ripete coi quantificatori, che in certo senso generalizzano tali
esempi. I quantificatori mutano le indeterminate presenti in una formula da libere in
vincolate: se si considera (VX®), e X # y, se y & libera in ¢, (nella prossima definizione

5 In questa definizione, come nelle successive, si considerano tutte le parentesi, anche quelle che nell'uso
corrente si eliminano, facendo uso delle consuete convenzioni di scrittura, analoghe a quelle utilizzate per
l'ordine delle operazioni algebriche nelle espressioni. ) 0 ; 2 3

)

6 Alcuni esempi matematici: si consideri leguaghanzaz 2 in= Z i-n+ 2 in+ 2 N+ Z i-n=(00) +
i=0 n=0

(1:0+11)+ (20+21+22) +(30+31+32+33)=0+ 1 +6+ 18 25, Nellascrltturacompalono
sia i che n, variabili qui, perché assumono valori naturali ma il risultato dipende solo da O (due volte) e da 3. In-

fatti se si considerasse 2 invece di 3, si avrebbe Z Z i-n = (0-0) + (1‘-0 +11)+(20+21+22)=0+1+
i=0 n=0 ’ ’ .
6 = 7. In modo analogo se in luogo del primo O si ponesse 1 o in luogo del secondo O si ponesse 2, il risultato

cambierebbe. I "pezzo" Z i-n dipende da i, ma non da n, perché se i=2essoedatoda(20+21+22)=6

esei=3,¢&datoda (3 0 + 3 1+ 32 + 3-3) = 18. Dunque il fatto che' n compaia nell'espressione di cui si fala
somma e sotto il simbolo Idl sommatoria, ha l'effetto di "far sparire” n, ciog di rendere il risultato indipendente

da n. In questa scrittura, 3. i-n, il ruolo delle variabili & ben diverso: i & libera, cio® il risultato dipende dal suo
n=0

valore; N & vincolata, il risultato & indipendente da n. Mettendo poi davanti il simbolo di sommatoria su i, il
risultato non ne dipende pit: la variabile i cgiventa vincolata. Situazioni analoghe si incontrano in Matematica

anche con i simboli di integrale e di limite:ff(x)dx dipende solo da f, da @ e b come si puo facilmente vedere,
b b :
non da X, dato chc jf(x dx = _[f(t)dt 1im=e m=nY g . In teoria degh insiemi con la scrittura si presenta la
x—=0 “ y—)0

stessa situazione mediante I'operatore di astrazione {x 1-P(x )} ed anche con le operazioni infinitarie di unione,
intersezione e prodotto cartesiano.
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vedremo che cosa cid significa), allora y resta libera in (Vx@); se invece si considera (Vyo),

~

l'indeterminata y non & pilt libera in (Vye). Considerazioni analoghe valgono per il
quantificatore esistenziale. I quantificatori sono i soli "autorizzati" a compiere cid 7. I con-
nettivi e l'eguaglianza non hanno nessun effetto a questo riguardo. I concetti di indeterminata

libera e vincolata e di sostituzione si precisano con le seguenti definizioni:

DEFINIZIONE
a) Per ogni termine di te TA(X) si definisce l'insieme Lib(t) < X, delle indeterminate
(libere) presenti in t, con le seguenti clausole: '
- per ogni costante individuale ¢, Lib{c) = &
- per ogni variabile individuale xe X, Lib(x) = {x};
- se t1,...,tne Ta(X) e fe Fy, Lib(f(t1,...,tn)) = Lib(t;) U ... ULib(tn).
b) Sia y una indeterminata e T un termine, si definisce la sostituzione (y/t) ponendo
- per ogni costante individuale ¢, {y/t)(c) =
- pe'r ogni variabile individuale xe X, (y/7)(x) = x,se X #y; (Y/1)(y) = T;
-se t1,....tne TA(X) e fe Fn, (y/1)(f(t1,....tn)) = f{(y/T)(t1) . ... .(¥/7)(tn)

DEFINIZIONE

a) Per ogni formula @e La(X) si definisce l'insieme Lib(¢) < X, delle indeterminate li-

bere presenti in @, con le seguenti clausole: '

-sety,....tne TA(X) e Re Py, Lib(Rty,....tn) = Lib(t{) U ... ULib(ty);

- per ogni formula ¢, Lib(=¢) = Lib(p); '

- per ogni formula @, y, Lib(ety) = Lib(g)uLib(y), per 0e {r,v,—,&);

- per ogni formula @ e indeterminata X, Lib((Vx¢)) = Lib((3x0)) = Lib(9) - {x}.

b) Sia X un'indeterminata presente nella formula ¢. Si dice che essa € libera in ¢ se
xe Lib(¢), altrimenti si dice che l'indeterminata & vincolata in ¢ 3.

¢)  ¢Sidice enunciato una formula ¢ tale che Lib((p)‘ =(.

d) Data una formula ¢ tale che Lib{¢) < {X1,...,Xs}, la formula (¥x,...,Xs®) & un enun-

ciato © che viene detto (una) chiusura universale di ¢.

7 Nei linguaggi che si considerano qui, vale a dire i cosiddetti linguaggi del primo ordine con eguaglianza. In
essi, come detto sopra, la quantificazione & applicabile solo ad indeterminate. Vi sono altri tipi di linguaggi, ad
esempio quello in cui si quantifica anche sui predicati. Tali tipi di linguaggi pongono vari ordini di problemi che
mi pare esorbitino da una trattazione elementare anche se di essi si fa uso spesso (non sempre corretto) nclla
comunicazione interpersonale. ’

8 In accordo con la definizione precedente tutte le presenze di X nel rango d'azione di un quantificatore QX sono
vincolate, ma un'indeterminata in una formula pud avere contemporaneamente presenze libere ¢ vincolate.

9 In questa scrittura non sono state rispettate le regole sulla formazione delle formule. Secondo la definizionc,
dopo il primo quantificatore a destra bisogna mettere la parentesi, e questo ripeterlo dopo ogni quantificatorc.
Ma le convezioni di semplificazione di cui si € detto prima, consentono queste scritture piti agevoli, senza dover

111



e) Sia y una indeterminata e T un termine, si definisce la sostituzione (y/t) ponendo
- per ogni formula atomica Rty,...,tn,
(y/2)(RY,....tn) = Ry/T)(t1), -...(y/2) (tn);
- per ogni formula @, (y/2)(~¢) = (~(y/1)());
- per ogni formula ¢, , (y/7){e0y) = ((y/2)(@)O(y/t)(y)), per Oe{A,v,—>,c}
- per ogni formula ¢ e indeterminata X, (Y/T)(Vx@) = (Vx0) e (y/1)(@x0) = (Ix0)
se y = X, altrimenti, (y/7)(Vx@) = (Vx(y/t)(g)) e (y/1)(x9) = @x(y/7)(9)).

Il punto d) della definizione precedente insegna a costruire partiéolari enunciati, le
chiusure universali, importanti nel seguito 19,

Diamo ora una definizione di difficile comprensione, la cui utilitad diviene chiara
quando si introducono i sistemi deduttivi. Sia data una formula ®, in cui compaia eventual-

mente l'indeterminata X e sia t un termine, si ha

DEFINIZIONE 11 termine t si dice libero per X in @ se non esiste una formula del tipo
(Qyw)esub(e), con Qe{V,d}, taleche xelib(Qy(y)) e yelib(t).

'Gli aspetti grammaticali sono di grande rilevanza didattica e forse sono le uniche parti
della Logica indispensabili per contribuire alla precisione del linguaggio. L'addestramento

ripetere i quantificatori, se sono dello stesso nome, e senza interporre parentesi, se non strettamente necessarie
per la evitare ambiguita di scrittura.

) La definizione di enunciato fa uso di quella di indeterminata libera e vincolata. Talora viene invece
utilizzato enunciato come sinonimo di proposizione. E' solo una scelta linguistica, ma & bene fissare le idee,
visto che quando si trattano aspetti grammaticali si considerano solo scritture non interpretate.

10 Sembra utile aggiungere un altro esempio a chiarificazione del concetto di libero e vincolato. E' necessario
per affrontare 'argomento, un "occhio" addestrato che in qualche modo ricorda quello del fisico che vede
T'errore in un'eguaglianza.tra grandezze fisiche dalla sola analisi delle dimensioni. Sia Antonio il padre di Bruno
e Carla. Si descriva questa situazione con un linguaggio adeguato allo scopo. Si pud assumere che l'insieme
delle costanti individuali C sia dato da {a,b,c} e considerare un solo predicato binario P. L'interpretazione
sottintesa di PX,Y sia «x & padre di y». Con questi strumenti, la semplice situazione si pud rappresentare come
Pa,b; Pa,c. Ma questa non esaurisce il potere espressivo del linguaggio scelto. Ad esempio se parlando con
una persona che conosce Bruno e Carla, ma non il loro padre, si dicesse che Bruno e Carla sono fratelli, il ri-
cevente comprenderebbe che esiste un genitore comune. Cid che egli conosce non & la congiunzione Pa,b A
Pa,c , dato che non conosce il nome del padre, ma la formula. (Ix(Px,b.A Px,c)). Le due formule esprimono
entrambe che Bruno e Carla sono fratelli, ma la prima ¢ pit informativa. Tuttavia la seconda esprime corretta-
mente la frase "Bruno e Carla sono fratelli": in essa non compare il nome del loro padre. Cosi in (IX(Px,b A
Px,c)) compare l'indeterminata X vincolata, quindi il risultato finale non dipende da essa. Semprg col linguaggio
di questo esempio, il significato intuitivo dell'enunciato (Vx(3yPy,x)) & che ogni individuo (X} ha un padre (y);
il significato intuitivo di (y(VxPy,Xx}) & che esiste un individuo (y) che & padre di ogni altro (X). La differenza &
rimarcata dalla scrittura in cui compaiono i quantificatori in ordine diverso. Cid che sembra un semplice scam-
bio grafico, ha un significato ben differente. Molti risultati di Matematica vengono letti e interpretati male
perché non si presta sufficiente attenzione a scambi analoghi, anche perché spesso si esprimono i-quantificatori
a parole nei modi pili vari. Lo scambio di due quantificatori omonimi (entrambi universali o esistenziali) non
provoca questi guai ed & per questo che spesso si scrive un unico quantificatore seguito dai nomi delle
indeterminate cui si applica, separate da virgole. E' consigliabile in Matematica un uso il pilt corretto possibile
dei quantificatori per comprendere meglio la struttura delle affermazioni. Basti pensare alla differenza che si fa
in algcbra, spesso in modo confuso, tra eguaglianza, identitd ed equazione.
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alla grammatica & una via per favorire il raggiungimento di questo obiettivo, visti anche gli
stretti legami tra calcolo letterale, linguaggi di programmazione e grammatica. Spesso la
comprensione viene ostacolata dall'incapacita di seguire i passaggi se questi richiedono la
modifica delle scritture con vari tipi di sostituzioni. E d'altra parte le sostituzioni sono presen-
ti ed utilizzate come strumento conoscitivo, sia in Matematica, sia in altre discipline (cfr.
[M]1 e [MD). ‘

Una volta si asseriva che con Matematica e Latino si impara a ragionare. Il cambia-
mento avvenuto nella didattica con 1'abbandono sostanziale della geometria sintetica ha dato
origine ad un fenomeno di analfabetizzazione logica di ritorno, cfr. [L]. Le aspettative che
questo ruolo sia svolto dalla Logica sono destinate a rimanere deluse, almeno se si intende il
"ragionare” come la capacita di trovare 'assassino in un libro giallo o compiere la scelta del
coniuge. In un qualche senso la Logica & un a posteriori (lo diceva Kant), analizza quanto

viene fatto. Quindi la Logica non & una "macchina” che dimostra i teoremi di matematica

come forse alcuni sperano, senza conoscere profondamente le proprieta degli enti di cui si
parla. ?

E' interessante riguardare i propri testi di Matematica e vedere se sono serviti, con gli
esempi, ad insegnare regole corrette, utilizzabili per condure dimostrazioni !l. Questa
metodologia induttiva permette di scoprire la potenza della logica come strumento utile nelle
altre discipline. Cambiando punto di vista, si pud dare alla Logica il ruolo di un oggetto di
studio in sé. In tale approccio, le regole vanno presentate prima di procedere. Solitamente cid
non avviene, forse ¢'¢ paura che mettendo allo scoperto tutte le regole indispensabili per la
concatenazione dei passaggi che costituiscono le dimostrazioni matematiche, esse (regole)
siano in numero cosli elevato che la loro elencazione porti via troppo tempo 12, Cid era vero
prima di questo secolo; oggi, grazie a risultati che verranno illustrati in altre lezioni, si
possono dissipare tali dubbi.

La presentazione delle regole pud essere fatta secondo finalith ben diverse. Si pud pri-
vilegiare l'aspetto "economico" (alla Hilbert) mostrando che bastano poche regole. In
alternativa si pud cercare di catturare attraverso le regole la "validita" di certi ragionamenti
corretti, che fanno passare dalla verita alla verita (tableaux), o ancora cercare un compromes-
so (deduzione naturale) che fornisca un sistema agile, non troppo Complesso né compresso, in
grado di cogliere i ragionamenti che appaiono normalmente sui testi. Questi tre approcei sono

qui trattati separatamente. In ciascuno dei sistemi si identificano due parti: un insieme (anche

1T 5ol Je regole da seguire tra i vari passaggi di cui sono costituite le dimostrazioni, non a trovare le idee che
indicano quali sono i passaggi da fare! Questo & l'aspetto della Logica come strumento, ma la nostra materia &,
di per sé, oggetto d'indagine. Alcuni esempi di quanto suggerito vengono indicate negli esercizi.

12 0 forse sarebbero strumento pericoloso in mano agli studenti che potrebbero capire anche gli errori dei-do-
centi! ) .
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vuoto) di assiomi detti logici ed un insieme di regole di inferenza, ciog di relazioni specifica-
mente assegnate. Prescelto un sistema di derivazione si ha un procedimento che fa passare da
(insiemi di) formule a formule. Se le regole vengono rispettate il risultato, una deduzione, &
un insieme finito di formule, ordinato secondo run ordine lineare oppure no. C'¢ il problema
della correttezza ed adeguatezza dei sistemi. La mentalita corretta per affrontare il tema &
quella del gioco: le regole della briscola sono tanto "vere" quanto quelle del tresette. Le varie
regole che si presentano in Logica hanno avuto origine dalla ricerca di come determinare un
insieme di regole, sufficientemente piccolo, ma sufficiente per le dimostrazioni matematiche
‘ e tale che non ci fossero dimostrazioni che non si potessero adeguatamente "tradurre” in esso.
Quindi le regole non sono altrettanto "gratuite” di quelle della briscola, ma l'esempio & qui
presentato per mettere in evidenza l'aspetto formale delle regole stesse. .
Indipendentemente dalle regole prescelte, dato un insieme I" di formule, sia C(T') 1'in-
sieme delle formule che si possono ottenere, applicando le regole e gli assiomi, a partire da I"
(la chiusura deduttiva di T'). Le scritture g€ C(T") e T+ o, che si legge ¢ é deducibile da T
oppure da T si deduce ¢, sono equivalenti. In particolare quando I' = &, si scrive + ¢ ed in
tal caso @ viene detta un teorema (logico). Ovviamente: I' ¢ C(I'), in quanto ogni elemento
di T si pud pensare ottenuto immediatamente da se stesso. Se poi I' € A, allora C(T') < C(A),
proprieta di monotonia valida per i sistemi che si considerano qui, non in generale. Poi
C(C(I)) = C(I'); questa affermazione & spesso richiamata quando in una dimostrazione si uti-
lizza la dizione: per un teorema precedente. Infatti essa richiede che se qualche formula ¢ &
ottenibile a partire dalla chiusura deduttiva di T, visto che ciascuna formula di C(I), a sua
volta, & ottenibile da T con le stesse clausole, allora anche ¢ & ottenibile da T', solo a patto di
"allungare” il procedimento deduttivo. Una importante proprieta dei sistemi deduttivi
successivi & la cosiddetta compattezza. Essa si esprirné dicendo che se @e C(T), esiste A c T,
con A finito, tale che @e C{A). Queste proprieta, lo si ribadisce, sono dimostrabili in ciascuno

dei tre sistemi presentati nel seguito. La prova viene lasciata al lettore.

I sistemni alla Hilbert

Con tale dicitura si indicano diverse proposte. In esse si privilegiano i connettivi di
implicaiione e negazione ed il quantificatore universale 13. Cid ha origine dal trattare 1'impli-
cazione c}o’mev I'analogo formale del procedimento deduttivo: invece di leggere ¢—y
come "¢ implica ", lo si pensa come "da (p seglie y"; si potrebbero ricercare pitl profonde

connessioni con l'idea di causalita.

13 Si pud anche fare a meno della negazione, introducendo perd un simbolo detto di falsita. Gli altri connettivi
vengono definiti a partire da questi due (che costituiscono un sistema adeguato di connettivi) e pure il
quantificatore esistenziale si riottiene a partire dall'universale con la negazione.

/!
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Le definizioni per gli altri connettivi ed il quantificatore esistenziale sono le seguenti

@A) per (<@ () (ovw) per ((-9) = w);
(@) pr (@=>WAW—=0)  @xex) per (<(VX(=p(X)).

Un sistema di questo tipo, sostanzialmente tratto da [Me], ha per assiomi:

Al o> (Y- o)

A2 (9> (W= = (9= Vy) - (@)

A3 (o= (0= y) o)

A4 (Vx0(X)) = (1)o(x), ovete un termine libero per X in @(x);
A5 (VX0 =) = (@ — (Vxy)), purché xgLib(o);

A6 Vx(x=Xx)

AT VXVYy(X =y - (0(X,X) = 9(X,y))), ove X,y sono indeterminate e o(x,y) si ottiené
da @(x,X) per sostituzione di X con y 14, '

Le regole di inferenza sono due: si tratta di due relazioni sull'insieme delle formule,
una detta, modus ponens o regola del taglio, & una relazione: MP = {{({0,p—y),y) |
@, we LA(X)}, laltra, detta generalizzazione, & una relazione binaria: Gen = {{o,(vxe)) |
¢ ILA(X), xe X}. Spesso le regole (o relazioni), si presentano in scrittura di frazione:

POV 1y 9
. _ v V()

Gen.

Il "numeratore" viene detto premessa (premesse nel caso di MP), il "denominatore”, conclu-
sione. Una rapida verifica convince della correttezza delle regole e della verita degli assiomi.
Per comprendere lo strumento messo a disposizione, si mostrano alcune deduzioni,
invitando il lettore a seguirne i passaggi e le rispettive giustificazioni. '
Prese comunque le formule @, y e 9, si ha

DEe—o0 29y 020+03y!15% 3o (w0, yt o8 H+-m05 ¢ 5)1 - o;
00— Wy o6 DY edm05 v 8) (05 y) k(O AW) 9) (9a-y) | —~(9 - w);
10) @x(@() A ~W(0)+ = (VX(0(x) = W(X);  11) = (Vx(@(x) — W)+ Gx(e(x) A “W(x)); 12) (YX(¢(x)
= W09, (VX(800 = @) + (VX(B() = wX)):  13) (Vx(@() = W(x)), @X(OK) A ~y(x)) b (Fx(0(x)
A 29(x)) '

14 Bisognerebbe esser piil accurati dicendo che la sostituzione puo essere parziale e che Y quando viene sostitui-
ta a X non cada nel rango d'azione di un quantificatore Qy.

15 I{E' ;ria_dizione scrivere, nel caso di insiemi finiti- ¢,y + § invece che {g,y} - ® ¢ T, I—y invece che
ru{e} - .
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1

L{o— (¢ —= 0) = 9) = (0 =>(9— 9)) = (¢ > 9)) A2 2.9 - ((9 > 9) - ¢) Al

3. (¢ =>(0— @) > (9 > ¢) MP, 2,1 4. ¢ {9 > ¢) Al 5.9 > ¢MP4,5
2)
Le—oyHp. 16 2 (¢ y) = (8 - (9 > v)) Al 3.9 (o> y)MP1,2
4. (8> (@-o) > (o9 o (@ ——>\|1))A2 5 3>09)> (@ ->yMP34
6.9 — ¢ Hp, 7.0 — yMP 6,5,
3)
1.9 > (y>0) Hp 2.y Hp 3.y (e - y) Al
4. 9->yMP23 5( 0> ->(p—ovy)—(p— B) A2
6.(0o>yY)> (0> MP15 7.0 > 9MP 4,6
4)

-

 (F9 = ) = (-9 > -0) — ¢) A3 2. ~¢ — - Teor prec 1)

3.(~¢ =>-@) > ¢Teorprec3),1,2 4. -m¢ - (= - @) Al 5.-—¢ — ¢ Teor prec 2), 4, 3

5)

1. === — -~ Teor prec 4) 2. (=@ = =) = (-9 — ¢) — @) A3

3. (¢ = ¢) > ~—o MP 1,2 4. 9 = (- - @) Al 5. ¢ » -~ Teor prec 2) 4,

5
6)

1. ~p - -y Hp 2. (¢ = ~y) = ((Co = y) = ¢} A3

3.(~¢goy) o> eMP12 4.y - (o > v) Al 5.y - ¢ Teor prec 2) 4, 3
7

1.y o@Hp 2. -= y — y Teor prec 4) 8. -~y - ¢Teorprec2) 2,1

4. ¢ — -~ @ Teor prec 5) 5. ==y — - ¢ Teor prec 2) 3, 4

6. (—|—| A ] (p) - (‘!(p - 'ﬂv) Teor prec 6) 5 ‘ 7. Q- Yy MP 51 6

8 -
Per la definizione della congiunzione si prova =(® — Y) + (¢ — =—y).

1. =(¢ - y) Hp 3y oy o (0= o)

Al

2. =y — y Teor prec 4)

49— (v - y)MP 2,3 5.(9—> (w5 W) = (9= =W) = (9> W) A2

16 Con tale scritta si indica solo che si tratta di un elemento dell'insieme messo a sinistra del simbolo di dedu-

zione.
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6. (p > -y) - (9 - y) MP 4,5 7. (o > v) > =(¢ - --y) Teor prec 7) 6
8. 7(0 = ——y) MP 1,7
9
Come prima si fa prima la traduzione: si deve provare (¢ — —y) + =(@ — )
1. =(¢ - ==y) Hp
3.y =) = (90— (W= y) Al
5. (0= (W > y) > (9 = y) = (¢ - ~-y)) A3
7. (¢ - =—y) = =(9 — y) Teor prec 7) 6

2.y > -= y Teor prec 5)
40— (V—>y)MP23

6. (0> y) > (¢ > —y) MP 4,5
8.5(@ > y)MP 1,7

10) :
Per le definizioni 3 e A, si deve provare =(Vx==(@(X) = =y(x))) F ~(Vx(@(X) = y(x)))
1. y(x) — == y(x) Teor prec 5) 2. (y(x) = = (X)) = (0(x) = (W(x) = == w(x))) A1
3. (o(x) = (W(x) =~ y(x)) MP 1,2
4. (0(x) = (y(x) = == y(x))) = ((9(x) = y(x)) = (e(x) = ~y(x))) A2
5. (0(x) = w(x)) — (9(x) — ——y(x)) MP 3,4
6. ((9(X) = W(x) = () = (X)) = (FX(@(X) = W(X))) = (9(X) = W(X)) = (9(X) > =~y(x)))) A1
7. (Vx(0(x) = w(x))) = ((9(x) = w(x)) = (@(x) — ——y(x))) MP 5,6
8. ((YX(9(X) = W(x))) = (9(x) > W) = (9(X) = =y(x)))) = (YX(P(X) = W(X))) = (9(X) = (X)) —
((¥x(9(9) = y(x))) = ({x) — ~=y(x))) A2 :
9. ((Vx(0(x) = ¥(x))) = (9(x) = W(x))) = (VX(9(x) = ¥(x))) = ((x) = ~y(x)) MP 7,8
10. (Vx(o(x) > y(x))) = (¢(X) — y(x)) A4 con la sostituzione (X/X)
11 (VX(9(x) = w(x))) = (o(x) - ——y(x)) MP 10,9
12. =(e(x) — ~—y(x)) = ~(Vx(p(x)} — w(x)}) Teor prec 7) 11

13, = YX(O(X) = W(X))) = ==(@(x) - =~y(x)) Teor prec 7) 12

14. (Vx(6(x) = w(x))) = =(vx(o(x) — y(x))) Teor prec 5)

15. (Vx(o(x) = w(x))) = —-~(p(X) > ~~y(x)) Teorprec 2) 14, 13

16. (YX(VX(@(X) = w(x))) = ==(e(x) > ==y(x))) = (YX(P(X) = ¥(x))) = (VX-(p(x) = =—y(X)))) A5,
dato che xg Lib((vX(@(x) = w(x))))

17. (vX(9(x) = y(x)} = (Yx(@(x) = ~y(x))) MP 11, 12

18. =(Vx=(p(x) — (X)) = ~(Vx(p(x) — y(x))) Teor prec 7) 17

19. ~(¥VXx~(@(x) = =—y(x))) Hp 20. ~{¥x(o(x) = y(x))} MP 19,18

11)
Per definizione di 3 e A si prova =(¥x(@(x) — ¥(X))) F ~(Vx~~(p(X) = =y (x)))
1. ~(¥x(@(x) = W(x) Hp
2. (Vx==(o(x) = = y(x))) = ~(e(x) = ~y(x)) A4 con la sostituzione (X/X)

3. 7(@(x) = ~y(x)) = (@(x) = ——wy(x)) Teor prec 4) 4, == y(x) - y(x) Teor prec 4)
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5. (= y(X) = w(x)) = (9(x) == w(x) - w(x))) Al 6. (x) = y{x).—> y(x)) MP 4,5

7. {0(X) = (= W(X) = W(x))) = (@(x) =~ y(x)) = (9(x) = w(x))) A2

8. (p(x) =  y(x)) = (9(x). - y(x)) MP 6,7

9. (Vx-=(o(x) = =—y(x))) = (¢(x) —-—y(x)) Teor prec 2) 3, 2

10. (Vx—(9(X) = =-y(x))) = (o{x) — w(x)) Teor prec 2) 8,9

11, (VX((VX(p(x) = ~=y(x))) = (9(x) = ¥(X)) = (Vx={e(x) = ==y (X)) = (VX(9(x) = w(X)))) AS
dato che xe Lib((Vx=—(@(x) = =y (x))))

12, (Vx=~(p(x) = ~w(x))) = (Vx(p(X) = w(x)})) MP 10, 11

13. ~(Vx(e(X) = W(x))) = ~(VX(p(x) — =y(x)}) Teor prec 7), 12

14. =(Vx==(p(x) —» -—y(x))) MP 1,13

12)
1. Vx{(o(x) - y(x)) Hp 2. Vx(8(x) — o(x)) Hp
Sia y una indeterminata non presente nelle formule 1. e 2.
3. Yx(9(x) = w(x)) — (y/x)(e(x) — w(x)) A4 4, o(y) - wly) MP 1,3 5. ¥x(8(x) - y(x)) Gen 4.
Questa dimostrazione & una giustificazione del sillogismo universale Barbara.

13)
1. (Vx(o(x) — w(x))) Hp
2. @X(B(X) A ~w(x)) Hp 3. (YX(9(x) = y(x))) — (9(x) — y(x)) A4
4. (Yx(8(x) = o(x))) = (9(x) - ¢(x)) A4 5. 0(x) = y(x) MP 1,3
6. (0() = W(X)) = (8(x) = (9(x) = w(x))) A1 7. 9{x) = (p(x) - ¥(x))) MP 5,6 °

8. (3(x) = (9(x) = Y(3))) = (B(x) = 9(x)) = (3() — v(X))) A2

9. (3(x) > 9(x)) = (B(X) »> w(x)) MP 7,8

10. (YX(3(x) = ©(X))) = (8(x) — w(x)) Teor prec 2) 9,

1. (VX((VX(B() > 900)) = (B() = W) = (YX(B(X) = 9(x) = (YX(B(X) > W(x)))) A4 dato che
xe Lib((VX(3(x) = ¢(x))))
2. (Vx(3(x) = 9(x))) — (Vx(8(x) = y(x))) MP 10, 11

13. =(VX(8(X) = w(x})) = ~(Vx(3(x) — ©(x))) Teor prec 7, 12

14. =(Vx(B(x) = w(x))) Teor prec 10) 2 <15 A(IYX((X) — 9(x))) MP 14, 13

16. Ix(V(X) A ~o(x)) Teor prec 11), 15

Questa deduzione pud essere vista come la giustificazione di un sillogismo di tipo Baroco.

L'esperienza e le ragioni tecniche suggeriscono la stelta degli assiomi e delle regole di infe-
renza: & una scelta minimale dei tipi di assiomi, dai quali, mediante le regole di inferenza, si
ricavano tutte le altre formule valide. Le regole sono comunque tutte qui, meglio, gli schemi,
perché le formule che si ottengono sostituendo formule negli schemi in luogo di @,y, ecc.,
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fatte salve le limitazioni indicate, sono istanze di assiomi logici o di regole di inferenza. Un
ottimo esercizio & mostrare I'esigenza delle limitazioni imposte nelle regole di inferenza.

Da questo esempio di sistema si traggono alcune considerazioni valide anche per gli
altri sistemi. Si possono provare le proprieta preannunciate della chiusura deduttiva, in
particolare la compattezza: il procedimento deduttivo & finitistico e le ipotesi che servono in
una deduzione sono in numero finito. L'ultima formula di una deduzione & détta deducibile
dall'insieme delle ipotesi. Quando questo & vuoto si dice teorema logico. Di una stessa
formula si possono avere pit deduzioni, partendo sempre dalle stesse ipotesi.

I tableaux (o tavole di confutazione o alberi di confutazione).

Prima di descrivere nei dettagli (abbastanza "pesanti") il sistema, si consideri una generica
formula. Si & gia visto (e si vedra in seguito) il concetto di veritd della formula. Esso & de-
finito per ricursione sulla costruzione della formula, analizzando le sottoformule di quella
data. I tableaux ricostruiscono in modo sintattico i passaggi che vengono compiuti dal punto
di vista semantico, con l'analisi del significato delle sottoformule, fino ai costituenti "minimi"
della formula stessa. Tra le numerose varianti dei tableaux qui se ne considera una 17 basata
su [BM], che ha come primitivi i connettivi di implicazione e-negazione e il quantificatore
universale, definendo poi gli altri connettivi e il quantificatore esistenziale.

DEFINIZIONE Un fableau & costituito da una terna ordinata (G, ®) in cui G, il grafo del ta-
bleau, ¢ un insieme parzialmente ordinato dotato di minimo m (il nodo iniziale.), gli elementi
di G sono detti nodi; | & un'applicazione del grafo nell'insieme dei numeri naturali, che con-
sefva l'ordine e associa al nodo iniziale il numero 0; se k & un nodo per cui I(k) = n+1, allora
esiste un unico nodo h tale che I/(h) =n e h precede immediatamente k nell'ordine di G.
Inoltre @ ¢ una applicazione del grafo nell'insieme dei sottoinsiemi finiti di La(X). Per ogni

nodo K, il numero (k) & detto livello di k. Gli elementi massimali del grafo vengono dettin
odi terminali. .

DEFINIZIONE Dato un tableau (G,l,®), se esiste un nodo di livello p e non esistono nodi di
livello p+1, il numero naturale p viene detto profondita del tableau. B
Dato un nodo kK, il cammino di k 18 & una successione kg, ki, ..., ky tale che ko =m
=k e per ogni s, con 0 < s <1, kg & successore immediato di k$-1. Se k & un nodo termi-
nale, il cammino si dice il ramo del tableau, che termina in k.
Se h & un nodo del cammino (ramo) di k e ¢e ®(h), la formula @ si dice una formula
del cammino di 'k

17 Una seconda versione, le cosiddette tavole semantiche, verra illustrata nel contributo di F. Montagna.
18 per le condizioni poste sul tableau & univocamente individuato. -
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Nella pratica vengono confusi i nodi con gli insiemi di formule associati ad essi dalla
applicazione ®. In Logica si usano i tableaux in cui la funzione ® verifica le seguenti

condizioni:

DEFINIZIONE Un tableau del primo ordine & un tableau (G, ®) se k & successore immediato
di'h, ®(K) si ottiene in base ad una delle seguenti regole:

(R-7) ®(K) = {¢} se (-—¢) & una formula del cammino di h;

R =) ®(K) = {¢,~y} se (~(¢9—)) & una formula del cammino di h;

R ) ®(K) = {-~¢} oppure (k) = {w} se (¢—>V) & una formula del cammino di h.

RY) ® (k) = {p(x/t)}, ove te Ta(X), se (Vx(®(x)))e @(hs) ¢ una formula del
cammino di h;

R V) ®(k) = {—o(x/y)}, ove ye X, se (=VX(9(x))) & una formula del cammino di h e

y & un'indeterminata che non compare libera in nessuna delle formule del

. cammino di h.
(R SD) ®(K) = {t =1}, per ogni te TA(X).
(R SF) ®(K) = {t1 =tps1A ...aln =ton = f(t1,...,tn) = f(tns1,...t2n)}, comunque presi
t1 yous ,tn,tn+1 gon .t2n€ TA(X) e fe Fn.

(R SP) ®(k) = {t4 =ths1A ...Alp =t2n = (Rh,...tn = Ringt,...t2n)}, comunque
presi t1,...,tn,tn+1,-..t2ne Ta(X) e ogni predicato R 19,

Nelle regole sull'eguaglianza non ci sono condizioni sul cammino che precede il nodo K, in
quanto queste si possono considerare alla stregua degli assiomi di un sistema di Hilbert. 11 si-

stema si pud arricchire di regole che trattino gli altri connettivi (e quantificatori), in questo

modo la presentazione delle regole si allunga, ma i cammini si accorciano.

Se al nodo iniziale corrisponde un insieme finito di formule, la profondita di un ta-
bleau & comunque un numero naturale, anche se il grafo G pud avere infiniti nodi. La pre-
sentazione scelta ha un difetto: per renderla corretta e breve, viene a mancare l'aspetto di-
namico che & cosi interessante nei tableaux. Dato un insieme “iniziale" di formule, si co-
struisce il tableau, passo a passo. La costruzione termina se ai nodi terminali corrispondono
formule atomiche o negazioni di formule atomiche. Pill interessante & la nozione di tableau

chiuso:

19 In questo caso ricade anche l'eguaglianza: ®(K) = {ty = ta ata =ty - (1 =12 > t3=14))}
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DEFINIZIONE Un ramo di un tableau si dice chiuso se esiste una formula ¢ tale che tanto ¢
quanto —¢ siano formule del ramo. Un tableau si dice chiuso se ogni suo ramo & chiuso. Se il
tableau & chiuso si dice anche che & una confutazione di ®(m). Se ®(m) = {¢}, allora + —.
Per provare mediante i tableau ¢,8 F v, si assume il nodo iniziale dato da {¢,3,~y}

In pratica non si giunge alle formule atomiche o alla negazione di formule atomiche,
basta ottenere un tableau chiuso. Nella trattazione dei tableaux spesso intervengono inde-
terminate e termini che a priori possono essere scelti arbitrariafnente, in modo opportuno. II
grande merito dei tableaux & quello di fornire, almeno nel caso della struttura proposizionale,
un procedimento algoritmico per individuare una dimostrazione sintattica (per assurdo) di
una formula, lavorando solo sulle sue sottoformule. Cid non avviene per i sistemi alla
Hilbert, come attestano gli esempi precedenti. Quando intervengono i quantificatori le cose si
fanno piu delicate, comunque sono strumenti che forniscono molte informazioni.

E.g. si provi coi tableaux una formula analoga a quella vista sopra, la traduzione del
sillogismo di tipo Baroco: (VX(@(x) = w(x}}) = (@x(O(X) A “w(X))>@xX(3(X) A =0 (x}))).
Poiché si utilizza solo la negazione, l'implicazione ed il quantificatore universale, si prova
(vx(o(x) = ¥{x))) = ((¥Vx(3(x) = y(x)) — =(Vx(8(X) = ¢(x))))). Si confuta la nega-
zione di tale formula. La dimostrazione (confutazione) procede cosi

{=((Yx(p(x) = w(x)}) = (H(YX(B(X) - y(x))) >~(VX(B(X)— o))}
{("x(0(x)=w(x))),~(=(VX(B(X) >y () >~ (VX(3(X)=>0(x))))} (R~ )
{={VX(B(X) = ¥(x)),~=(Vx(3(x) - ¢(x)))} (R~ )
{=(3(y) - w(y))} R-V) purché y non sia presente precedentemente, sostituzione (x/y)
By vy} (R--)
{o(y) > w(y)} (RY) sostituzione (x/y)
{(Vx(3(x) = o))} (R--)
{3(y) - @{y)} (RV) sostituzione (x/y)
{=o(y)} {v(y)} (R-)
{=o(y)} fo(v)} (R-)

I nodi terminali sono individuati dagli insiemi di formule {~3(y)}, {@(y)} e {w(y)}. Il nodo
iniziale & dato dal singoletto della formula da confutare. Un cammino & dato da {=8(v)},
{=o(y)} {B(y) = o)} {(VXD{(X) = o)} {oy) = wy)}, Byl {(~(8(y) —
V(YN WXE®(x) o y(x)), - (Ix(x) = e(x))) ) {(Vx(e (x) -
W), ~(=(VX(B(x) =y (X)) = ~(Vx(B(x) = )M}, {=((VX(@(x) = w(X))) = (~(VX(F(x)
— Y(x))) = (VX {x) = ¢(x)))))}. E' un ramo; & chiuso perché compaiono ~(y) e 0(y),
come negli insiemi sottolineati. Poiché ogni ramo & chiuso, la formula =((Vx(@(X) = w(x})))
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= ((VX(B(X) > y(x))) > (VX(B(X) = 0(x))))) & confutata, dunque & dedotta (anzi
provata, trattandosi di un teorema logico) la formula non negata (VX(¢(X) — y(x))) —
(~{(¥Yx(8(x) = y(x))) = (Vx(3{(x) = ¢(x)})). Si confronti questa confutazione, che sta in
mezza pagina, con le tre pagine e mezza necessarie nel sistema alla Hilbert, sistema la cui
presentazione occupa una mezza pagina, contro le tre pagine necessarie per definire i table-
aux. Come si diceva, la giustificazione delle regole che forniscono i tableaux ¢ data pensando

alla valutazione semantica: basta leggere le condizioni come ‘"se ... & vera, allora & vera

(oppure sono vere) ....". Nel caso degli insiemi con due formule la virgola va letta come un

et; nel caso di due insiemi si pud leggere come vel. Le formule di un cammino vanno viste
congiunte da et. In questo senso la chiusura di un ramo significa che si considera una formula
¢ la sua negazione, cioe dovrebbe essere vera una formula e la sua negazione, un assurdo,
appunto. La chiusura di tutti i rami porta alla confutazione, cioé avere supposto vera la
negazione della formula da provare, porta a contraddizioni. E' interessante notare che se un
tableau non si chiude, la negazione della formula del nodo iniziale non & provata, anzi il
tableau suggerisce la costruzione di un contromodello. Cid si vede meglio con le tavole
semantiche che verranno successivamente illustrate.

Deduzione naturale

Sono possibili varianti pilt o meno complesse. La deduzione naturale &, in un certo senso,
duale al sistema dei tableaux: con essa si cerca una dimostrazione in forma di albero, coi
tableaux si cerca una refutazione mediante un albero dall'alto al basso (top-down).

Qui si mostra un sistema assai vicino a quello di’Prawitz [P], che ha origine dalla for-
malizzazione del procedere dimostrativo sulla base della sola Logica. Per ciascuno dei
connettivi di congiunzione, disgiunzione ed implicazione e i quantificatori sono date regole
di introduzione e di eliminazione. La negazione (—~@) viene definita da (@—L) ove L & il
simbolo di falsita. Le rispettive regole di introduzione ed eliminazione della negazione sono
casi particolari delle regole analoghe dell'implicazione. La presentazione seguita permette di
differenziare il tipo di logica usata (minimale, intuizionistica, classica) e come nei tableaux e
si opera per sottoformule, stavolta bottom-up. In una deduzione intervengono spesso ipotesi
ed esse condizionano la deduzione, come verra precisato in seguito.
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DEFINIZIONE La parte minimale della sintassi logica & costituita dalle seguenti regole:

; L 4 oy ony

@i.A) oy (e.A) p s v

, o] [v]

vy 2 v ey QWD D
VY vy / 9
[o]

(o) Y o) 8OOV
o~y v

. o(a) Vxo(x)

iv) —D v YARAR)
Vxo(x) Y o

[o(a)]

i3 20 03 W v

Ixp(x) v

Per la negazione si ha

%] 3
i e ==

Per l'eguaglianza si ha, con le restrizioni analoghe a quelle dette per (R = V)

s (rn‘l)— (S|mm) )—(ix (trans) X_T_LE (sost) X = y (p(X)
X=X y =X X=z o(y)

La prima ha il numeratore "vuoto" perché ¢ un assioma logico, anzi in questa presen-
tazione & l'unico assioma logico, che non dipende da premesse. La seconda e la terza sono
modi di scrivere le proprieta simmetrica e transitiva dell'eguaglianza e, in un certo senso sono
superflue. Il sistema cosi ottenuto & detto, minimale. Si ottiene da esso il sistema intuizionista

se si aggiunge la regola (che difficilmente viene utilizzata nella prassi scolastica)

L —
¢

Il sistema di deduzione classico si ottierie aggiungendo al sistema intuizionista la
regola
[=0]
1o -+
¢
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Il sistema di deduzione naturale & uno strumento per fare le derivazioni
proposizionali, considerando solo le regole proposizionali, oppure le derivazioni minimali o
intuizionista, considerando solo le corrispondenti regole. Un simile tipo di analisi potrebbe
servire a valutare meglio le difficolta di comprensione da parte degli allievi. Questi aspetti
non sono cosi chiaramente evidenti in altri sistemi formali. Le derivazioni sono rappresentate
in forma di albero, in cui i nodi sono le occorrenze delle formule. Le formule che
costituiscono i nodi iniziali (le foglié) dell'albero sono le assunzioni o ipotesi da cui parte la

derivazione, mentre gli altri nodi dell'albero sono ottenuti dai precedenti mediante

l'applicazione di una delle regole di inferenza introdotte sopra. Il nodo finale (la radice)
dell'albero ¢ la conclusione della derivazione. 7

Non sempre in una derivazione, la conclusione dipende da tutte le formule che costi-
tuiscono i nodi iniziali dell'albero. Infatti jn un'inferenza ottenuta applicando le regole (e.—),
(e.v), (e.d) e L si pud scaricare un numero qualsiasi, anche nullo, di assunzioni della forma
indicata tra parentesi quadre e le conclusioni non dipendono dalle assunzioni che vengono
scaricate. In generale si possono scaricare contemporaneamente pitl assunzioni della stessa
forma, sebbene non sia sempre possibile scaricare tutte le assunzioni di quella forma presenti
nell'intera derivazione.

Per le regole di inferenza (i.V) e (e.d) si aggiungono restrizioni sulla indeterminata
libera a, detta parametro proprio dell'inferenza: si chiede che per (i.V) il parametro proprio
non compaia nelle assunzioni da cui la formula ¢(a) dipende, né nella conclusione. In (e.3) il
parametro proprio non deve comparire in Y né nelle assunzioni da cui W dipende, né nella
conclusione. E' ancora un ottimo esercizio comprendere il motivo delle restrizioni, con op-
portuni esempi. .

Se un'occorrenza della formula @, appartenente alla derivazione, € la conclusione di

una regola d'inferenza ottenuta applicando (i.—3), (e.v), (e.3) o L, allora si scaricano tutte le k

assunzioni della forma indicata tra le parentesi quadre a cui ¢ dipende.

Il numero delle assunzioni scaricate pud essere nullo. Per indicare in modo chiaro
quali assunzioni vengono scaricate applicando una certa regola, si numerano in modo che
quelle che non vengono numerate siano esattamente quelle aperte, cio¢ quelle da cui dipende
la conclusione della derivazione. Pili assunzioni possono essere contrassegnate dallo stesso
numero e tali assunzioni sono trattate allo stesso modo, cioé vengono scaricate contempora-
neamente, mentre si possono avere assunzioni della stessa forma, ma segnate con numeri
diversi. Per chiarezza in caso di molteplici scarichi si pone accanto alla linea di frazione, il
numero corrispondente all'insieme delle assunzioni scaricate. Alla fine restano le assunzioni
non scaricate e la conclusione, la radice dell'albero. La presenza di una derivazione dalle as-
sunzioni 1, ... yp, non scaricate, della formula @ si indica con la scrittura 1, ... Wn4— .
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Il sistema di Prawitz ha finalita logiche di altra natura, ma si presta ad un uso di-
dattico efficace nella fase di riflessione sugli aspetti logici della Matematica. Le regole
indispensabili per formalizzare i ragionamenﬁ matematici sono alla portata degii studenti e
possono essere oggetto di un insegnamento specifico alla fine del curriculum.

Si presenta, per un confronto, una deriyazione in questo sistema del sillogismo Ba-
roco

VX(@(x) = w(x)), Ix(X) A (X)) F—IX(DX) A =¢(x))

2 ©v) Vx(o(x)-y(x) 1
[{ar-w(a)l ) ola)oy(a) [o@)]
2 o . ) i w(a)
A‘ [S(a)-y(a)] I ] 1
i.A) 5(@) ' ~p(a)
. #(a)ag(a)
- Ix(BX}A-W(X) 63) EwTTRy——
e.3)(2)
Ix(B(X) A =(x))
Riferimenti
[BM] BELL J., MACHOVER M., A Course in Mathematical Logic, North Holland, Amster-
dam, 1977.

[Lj LOLLI G., Introduzione alla Logica formale, 11 Mulino, Bologna, 1991. .

[M] MARCHINIC., [.]1: Le sostituzioni e la didattica della Matematica, Bollet-
tino Unione Matematica Italiana, (7) 4 - A (1990), 145 - 153; [.]2: Le sostituzioni
e le relazioni, L'insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate, 13 - n. 7
(Luglio 1990), 732 - 744. . ’ '

[Me] MENDELSONE., Introduzione alla Logica Matematica, Boringhieri, Torino, 1972.

[P] PRAWITZD., Ideas and results in Proof Theory, In: Proceedings of the Second Scan-
dinavian Logic Symposium, (J. Fenstad, editor), North-Holland, Amsterdam, 1971.

125



Esercizi

CARLO MARCHINI

ESERCIZIO 1 Analizzare i brani seguenti tratti da libri di testo. Studiare gli usi degli enti
grammaticali. Aggiungere alla piccola antologia considerata altri brani significativi. 20

1.1 A. PALATINI, V. FAGGIOLI, Complementi di matematica per i Licei Scientifici - Ghi-
setti e Corvi Ed. - Milano, 1976, p. 81: «Nello studio di una qualsiasi questiohe si osserva che
vi sono quantita il cui valore si mantiene inalterato ed altre che assumono valori diversi: le
prime si dicono costanti ¢ le seconde variabili. ...Una variabile alla quale si possa assegnare
un valore a nostro arbitrio si dice indipendente. ...Tutte le volte che i valori di una variabile y
dipendono da quelli di un'altra variabile X, si dice che y & una funzione di X e si scrive y = f(X)
(silegge "y eguale ad effe di x"). La lettera f pud esser sostituita da un‘altra lettera qualunque
e si scrive, ad esempio, Y = g(X) oppure y = ¢(x), ecc. Il valore che f(x) assume per un
particolare valore di X, ad esempio X = a, si indica con f(a). Il simbolo f(x) molte volte sta a
rappresentare un complesso di operazioni matematiche che si devono eseguire sopra i valori
della variabile X per ottenere i valori corrispondenti della y, in tal caso f(x) si dice funzione

matematica

1.2 A pag. 199 si ha: «Si dice che una variabile y é funzione della variabile x quando
esiste una legge che faccia corrispondere ad ogni valore della X uno ed un sol valore della y»

1.3 Apag. 204: «Sia X una variabile ed y = f(x) una funzione di x definita in tutti i punti
di un intervallo (a,b), eccetto al pill in un punto ¢ interno all'intervallo. Si dice che per X ten-
dente a ¢ la funzione f(x) tende al limite finito | (oppure che ha per limite l) se, fissato un
numero positivo € arbitrariamente piccolo, si pud trovare in corrispondenza ad esso, un

intorno di C tale che per ogni valore di X di questo intorno (escluso al pit il punto
=c) si abbia If(x) —1l<¢en»

1.4  In N. DODERO, P. BARONCINI, R. MANFREDI, Elementi di matematica per gli Istituti
Tecnici industriali a indirizzo sperimentale, Vol. 4, Ghisetti e Corvi, Milano, 1990. a pag. 34
si ha: «Si dice che, per X tendente a ¢, la funzione y = f(X) ha per limite 1 e si scrive

f(x) = L. 1)

lim
X=C

20 [ a scelta dei brani non ha intenti critici, ma didattici.
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se, fissato un numero positivo €, arbitrariamente piccolo, si puo trovare in corrispondenza

ad esso, un intorno completo di C tale che per ogni X di tale intorno (escluso al pin x=c) si
abbia

lf(x) - Il <e. (2)

OSSERVAZIONE 3 Per effettuare la verifica di un limite del tipo (1) occorre, fissato €, risolve-
re 1a (2) e constatare che la soluzione determina un intorno completo di ¢. In caso contrario il
limite non € mai verificato» '

1.5 Avpag. 97: «...2) la variabile indipendente é sempre continua...»

1.6 A pag. 147: «<TEOREMA Ogni funzione che ammette derivata finita in un punto, é
continua in tale punto. .
... Questo teorema non ¢ invertibile: vi sono funzioni che sono continue in un punto, ma non
sono in esso derivabili.»

Un uso libero di notazioni per i quantificatori si ha a pag. 204: «Siano X4 € X2 due punti qual-

f(xo) - f(x1)

siasi di I, con X1 < X2: per il Teorema di Lagrange si puo scrivere X2 - X1

=f’(c) con

ce (x1,Xg)»

1.7 Sulla quantificazione in G. ZWIRNER, Complementi di Algebra e nozioni di Analisi
Matematica per licei scientifici, Nuova edizione a cura di L. Scaglianti, CEDAM, Padova,
1990, pag. 276: «... Sia E-un insieme non vuoto diR. Si dice che l'insieme E & limitato su-
periormente quando esiste un numero b non minore di tutti i numeri di E. Cio¢ quando:
VxeE: x<b.

... Se l'insieme E & limitato sia superiormente che inferiormente, si dice, senz'altro, limitato;

in tal caso, si pud sempre trovare un numero positivo K, tale che ¥xe E: x| < k, ciog tale che

ogni numero di E sia, in valore assoluto, minore o uguale a k.»

1.8 Sulla interdefinibilita dei quantificatori si confrontino due brani, rispettivamente a
pag. 277 ¢ a pag 293: «... DEFINIZIONE Sia E un insieme di numeri reali limitato supe-

riormente. Si chiama estremo superiore di E il numero L che gode delle seguenti proprieta:

1) Ogni numero di E é minore od eguale ad L;
2) Comunque si fissi un numero positivo €, esiste sempre almeno un.numero di E piii grande

del numero L - €.

Esso risulta, dunque, il pil piccolo dei maggioranti di E»
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«Si chiama estremo superioré della f in A, I'estremo superiore del codominio f(A) della f,

cioe l'estremo, superiore dell'insieme dei numeri reali f(x), con xe A, e si indica con: SUR
Xe

f(x), oppure Sup f(A) ...Quindi dire, per esempio, che il numero L & l'estremo superiore di
f(x) in A, significa che:

1) nessun valore assunto dalla f(X) in A supera il numero L;

2) fissato un numero € > 0, ad arbitrio, esiste in A almeno un punto Xg in cui risulta
f(Xo) >L-e»

1.9  L.TONOLINI, FE.TONOLINI, Corso superiore di matematica, Vol. 2, Minerva Italica,
1991, pag. 43: «Per intorno di un punto P di una retta r intendiamo 11n51erne dei punti,
diversi da P, di un qualunque segmento contenente P nel suo interno»

1.10 e a pag. 44: «Per intorno di +eo intendiamo l'insieme di tutti i punti della retta r di

ascissa maggiore (o maggiore o uguale) di un numero a»

111 A pag. 46: «Prefissato un numero positivo &€ dovremo trovare un intorno del punto
Xo = —2 tale che per ogni X di questo intorno valga la relazione:\b\bc\I(Mi(X - 2, + 8) - \f(-

C i, 2 X-2
2,3)) < g, cioe sia: 3 €< 348

questa doppia disuguaglianza:

< -3—2 + €. Risolviamo dunque il sistema equivalente a

-2

X-2 )
x+8-3 ¢
X-2

-2 tenendo presente che si pud supporre X + 8 > 0 [...]. Otteniamo:

x+8-3 *¢
{x(5+38)>-10-248

, poiché iamo senz'altro supporre 5+3¢ >0 e 5-3¢ >0 ».
X(5 - 3€) > - 10 + 24¢ e, poiché possia enz upp »

1.12 Da G. MELZI, L. TONOLINI, Geometria per le Scuole Medie Superiori, Minerva
Italica (1991), pag. 49: «Assioma 22 Esiste ed & unico il sottomultiplo di un segmento
secondo un qualunque intero positivo (proprieta della divisibilita indefinita, detta anche
postulato di Eudosso - Archimede).»

1.13 DaPF. SPERANZA, A. ROSSI DELL'ACQUA, Matematica per il terzo anno del triennio
delle Scuole Medie Superiori, Zanichelli, Bologna, 1974, pag. 145: «Una mappa f si dice
iniettiva quando f(a) = f(b) = a =b. Una mappa f di Din D’ sidice suriettiva allorché
Vye D 3xe Dy =f(x).)» '
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1.14  FONTANA, ROVELLI, Matematica, A. Mondadori, Milano 1989, pag 118: «due
insiemi finiti sono uguali se hanno lo stesso numero di elementi».

ESERCIZIO 2 Formalizzazione di alcune frasi. Tradurle se possibile in termini formali,

specificando il vocabolario. Di ciascuna costruire la negazione e l'espressione formale della .
frase e della sua negazione: Cercare, laddove possibile, di presentare una formalizzazione

delle stesse frasi, cambiando il vocabolario.

2.1 «Chi studia € promosso»; 2.2 «Chi non studia non & promosso»; 2.3 «Se non gliochi‘
non vinci» (pubblicita del Totip!); 2.4 «Chi tace acconsente»; 2.5 «Can che abbaia non
morde»; 2.6 «Lasciate ogni speranza o voi ch'entrate»; 2.7 «Questo e quello pér me pari
sono»; 2.8 «C'¢ modo e modo di dire le cose»; 2.9 «Mangia la minestra o salta la
finestra»; 2.10 «Non chi dice "Signore, Signore” entra nel Regno dei Cieli»; 2.11 «I
contribuenti sono tenuti a versare le imposte entro il 15 ottobre o a versarle maggiorate del
10% dopo il 15 ottobre»; 2.12 «La tessera con 45 punti da diritto a due tazze di finissima
porcellana e con 65 punti ad una zuccheriera finemente decorata»; 2.13 «Disporsi su due
files.

ESERCIZIO 3 Individuare presenze libere e vincolate di indeterminate, termini liberi per
indeterminate nelle frasi seguenti.

3.1 «Una funzione F(x) si dice una primitiva di f(x) seu};xz2 = f(x). Se la funzione f(x) &

integrabile, I'integrale indefinito o funzione integrale di f(x), denotata con jf(x)dx ¢ una

X

primitiva di f(x). Una diversa notazione per la funzione integrale & F(x) = jf(t) dt»
a

3.2 A. PALATINL V. FAGGIOLI, Complementi di matematica per i licei scientifici - Ghi-
setti e Corvi Ed. - Milano, 1976, p. 264 e 265; «<TEOREMA DEL VALOR MEDIO'(o
teorema di Lagrange o di Cavalieri). Se la funzione f(x), definita nell'intervallo (a,b) ¢
continua e derivabile in tutto l'intervallo, la differenza dei valori della funzione negli estremi
ae b ¢ eguale all'ampiezza b - a dell'intervallo moltiplicata per la derivata di f(X) in un

punto interno all'intervallo. [...]

TEOREMA Se una funzione continua ha derivata nulla in tutti i punti di un intervallo, essa é

costante in quell'intervallo. Infatti se X ¢ un punto qualunque dell'intervallo (a,b)
applichiamo il teorema del valor medio all'intervallo (a,x); si ottiene f(x) - f(a) = (x - a) - f
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