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Introduzione

~ Scopo di queste lezioni é quello di dare una rassegna della

"Teoria della categoricitd applicata' Cercheremo di illustrare

alcuni teoremi di isomorfismo in algebra, dimostrati sistemati

camente usando i metodi "modellistici" dovuti a Ryll-Nardzewski,

Morley, Shelah. Nella I lezione verrd discusso il concetto di

categoricitd in generale, mentre nella II e nella III si espor-

ranno i pid recenti risultati sulla caratterizzazione, rispetti
. % . . {
vamente di alcune algebre ﬁo—categorlche e di alcune bl—catego—

riche.

2. Teorie categoriche

Le teorie matematiche possono essere divise in due classi. Una
include le teorie costruite esblicitamente con lo scopo di de-
scrivere un certo dominio matematico definito come i numeri na -
turali, i numeri interi, i numeri reali, il piano euclideo eéc.
L'altra include teorie con loscopo di mettere in luce proprieta
che sono comuni a molti domini, per es._la teoria dei gruppi,
le algebre di Boole ecc. Per il primo caso sorge naturalmente
il problema se queste teorie descrivono il dominio che intendo-
no descrivere, oppure descrivono incidentalmente un maggior nu-
mero di domini matematici. Sorge cioé il problema della catego-
ricitd. Quest'ultimo concetto ha subito delle variazioni, ma la
intuizione generale & rimasta la stessa: un insieme di enuncia

1 ‘ ti T & categorico se determina i suoi modelli univocamente (a

meno di isomorfismi). Sembra che questo concetto sia stato for-

mulato per primo da Veblen CSO] nel 1904, quando ancora non era
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stato precisato rigorosamente il concetto di modello, e con le

ricerche matematiche successive, ha assunto diversi significa-

ti.

Possiamo citare (cfr. Grzegorczyk [él]) almeno 4 classi di mo-

delli che possono arrogarsi il diritto di essere usati nella de

finizione di categoricita.

(1)
(ii)

(iii)

(iv)
(v)

Modelli nel senso pi® generale del termine.

Modelli di cardinalitd fissata.

Modelli con una interpretazione assoluta dei concetti in
siemistici.

Modelli numerabili di tipo speciale.

Si potrebbe ancora pildl generalmente introdurre un concet-

to di pseudo categoricita richiedendo che non i modelli

siano isomorfismi, bensi le algebre di Boole dei loro sot

toinsiemi parametricamente definibili.

Da qui in avanti ci limiteremo a teorie elementari.in linguag-

gio contabile.

(1)

(ii)

Solamente le teorie che descrivono modelli finiti DPOSSONO
essere categoriche, come segue dal teorema di Léwenheim-

Skolem-Tarski. "Se T ha un modello infinito, allora T

ha modelli di qualunque cardinalitd infinita"
Questo risultato ha suggerito di restringere il concetto

di categoricitd a modelli di cardinalita fissata.

E' la cosiddetta "categoricitd in potenza® Essa fu intro
\% — ' -
dotta da.t.os [55] e Vaught~L48] ed & strettamente legata

alla completezza. Infatti vale il

Teorema 1 (4 o$-vaught-Tarski)

Se T ¢& una teoria priva di modelli finiti e categorica

in quaiche potenza, allofa T & completa. "Su questo

.concetto ci torneremo'piﬁwdettagliatamente nelle prossime

(iii)

lezioni.

Sia T una teoria in un linguaggio dei predicati del I
ordine con l'aggiunta di un predicato binario & e di un
predicato unario Z .

Un modellé‘741=<<M, Ri,...,ﬁ Z. > & chiamato standard

M" "M
di tipo Y , o modello con una interpretazione assoluta’

di 2 e & , quando *qql €& modello di T e la relazio

ne € & l'usuale € ristretta agli elementi di M,

(cioe N F x ¢ y sse X, yEM e x¢vy)e Z, @& interpreta
Y Y el

M
to . come la proprietda di essere un insieme, ristretta
agli elementi di M. Cioé ’h( F z(x) sse x§§M’ e X & un
insieme.
Inoltre M = €<YJ4E dove gli Mg sono definiti indutti
vamente nel seguente modo:

X&M, sse xé€M e X non € un insieme.
X¢ Moc+1 sse XCM, .

xeMn sse esiste o<n t.e. xéMa.

T & allora categorica di tipo Y, con un interpreta-

. zione assoluta dei concetti insiemistici sse 2 modelli

standard di tipo Y sono isomorfi.

Questo concetto di categoricitd corrisponde a quello di
Veblen. ’ | |

In questo senso l'aritmetica dei naturali e la geometria
euclidea, ciascuna arricchita con € e Z sono catego-
riche. Infatti consideriamo l'aritmetica nel seguente
linguaggio?® P1 (simbolo predicativo unario, per numero) ,
P, (simbolo predicativo binario per il successore) con

gli assiomi di Peano, il seguente assioma di induzione:

'V X,y {[(‘ v{u 1 P'z'(}’”;u) AyveE XIA V z,v(é..e X AP2 (v,2)—> Ve x):[ -

'»Vu(Pl(u) - ,uéx)}
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e l'assioma V’x(Pl(x)<——>1 Z(x)) che esprime che i nume-
ri naturali sono i soli oggetti che non sono insiemi.
Questa teoria € gia categorica nel tipo 2. E' anche cate-
gorica per ogni ordinale l'esistenza del qguale & garantita
dalla teoria degli insiemi che si & assunta nella metateo-
ria.

Analogamente per l'aritmetica dei numeri reali o per la
géometria euclidea possiamo assumere gli usuali assiomi
con l'aggiunta dell}assioma che solamente i numeri reali
(rispettivamente i punti) non sono insiemi, e gueste sono
categoriche a partire dal tipo 2. Non & conosciuto nessun
esempio di teoria categorica in tipo pit alto, ma non ca-
tegorica nel tipo 2.

La teoria dell'ordine denso non & categorica in questo sen
so, perché abbiamo ordini densi di qualunque cardinalita;
ma essa diventa categorica se aggiungiamo l'assunzione

che l'insieme degli elementi che non sono ingiemi & nume-
rabile.

Nel paragonare questo concetto di categoricitd con quelli
descritti, prima & necessario ricordare che questo si ri-
ferisce soltanto a quelle teorie che includonokrelazioni

che vogliamo interpretare come insiemistiche. Non & utile

quindi per quelle teorie elementari per le gquali vogliamo
considerare un solo modello nel senso usuale. Le teorie
introdotte, inoltre, non possono essere considerate "ge-
nuinamente" elementari.

(iv)a Vogliamo dapprima descrivere i modelli costruttivi di- u-
na teoria T. (cfr. Grzegorczyk EZO]) .
Sia T wuna teoria in un linguaggio L. (a¢? e (f¢) due’sg
quenze, rispettivamente di costanti e di simboli funzioﬁ§

1i indiciatidalle formule di T.
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Definiamo la skolemizzata (skl(T)) della teoria T nel
seguente modo:

se ¢ & una formula in forma normale prenessa allora

W(a¢)se ¢ & della forma .3 VVW(VV)
skl (d)={ Y vkl...t/vkn V(£ (Vi oo vy ) se ¢ & della forma
V‘vkl,..., \ Vi, 3 v (v)
¢ negli altri casi
{}71 e detto modello costruttivo per T se & modello di
skl({T)e M & generato dalle costanti (di L + le costanti

di Skolem aggiunte).

T & detto costruttivamente categorico sse ha un solo mo-

dello costruttivo, a meno di isomorfismi. La critica mag
giore a questo tipo di definizione deriva dal fatto che
il concetto non & estensionale, nel senso che di due teo-
rie equivalenti, una pud essere costruttivamente categori
ca e l'altra no. Ma questo concetto ha ugualmente un cer-
to interesse anche se non vogliamo occuparcene in questa
trattazione. Rimandiamo a [éoj}, f21t]per ulteriori infor
mazioni. Vogliamo fare alcune considerazioni; i modelli
sono costruttivi nel senso che l'esistenza & determinata
in essi da una certa funzione che & definita esplicita-
mente e computabile (sui numeri naturali che in modo na
turale enumerano gli elementi di L). Di pid essendo model
1li di termini, essi, in un certo senso, corrispondono al
le algebre libere. Da qui la categoricitd significa che
la teoria in questione determina un modello sui suoi ter
mini, in modo tale che tutte le identificazioni di parole
e, pil generalemnte , tutte le relazioni sono determinate
dalla teoria. '

Il teorema fondamentale per il concetto di categoricita
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costruttiva & il seguente teorema di esistenza:

Teorema 2.

Se T @& una teoria consistente e almeno un enunciato di T

comincia con un quantificatore esistenzale, allora T ha

un modello costruttivo.

Come esmpio, per chiudere questo argomento, vogliamo cita
re che lwarltmetlca ‘0 di R. Robinson & costruttivamente
categorica cosi come l'aritmetica dei numeri reali (il mo-
dello & l'insieme dei reali algebrici), mentre la teoria
dell'ordine lineare denso con almeno 2 elementi & essen—

zialmente non categorica (cioé non ha alcuna-estensione

costruttivamente categorica).

(iv)y {hQ € detto modello minimo di T se non ha sottomodelli

propri.

Potremmo allora chiamare categorica una teoria se ha alme
no un modello minimo e questo & unico a meno di isomorfi-
smi. '

L'aritmetica & allora categorica perché ogni modello mini
mo 2 isomorfo al modello standard e cosi la teoria comple
ta dei numeri reali.

Questo concetto non sembra peré molto interessante, per-
ché sono "poche" le teorie con modello minimo.

Si pud perd generalizzare il concetto nel seguente modo:
qY\é detto un modello minimale per T sse'{yvl € un mo-
. 01 =} iso

@ allora p-categorica se T ha un uni

delio di T e per ogni sottomodello ledl (hz
morfo a 071
co medello mlnlmale a meno di isomorfismi. Si pud dimo-
strare che l ordine lineare denso & l-categorico . Di

piu:

(v)

Teorema 3.

Una teoria priva di modelli finiti che ha modelli minima-

: -~ ’ N - v
li ed é ,go—categorlca € U-categorica.

Il concetto di pseudocategoricitad & stato introdotto in
Manganl—MarCJa[_29j (cfr. anche [30]) ed € tuttora in fase
di studio.

Sia T una teoria contabile, completa e con 1'eliminazio
ne dei quantificatori. [hl sia un modello di T. Sia;IS(%l)

l'algebra di Boole ottenuta dall'insieme F delle formu-

M
le a parametri in M con una sola variabile libera quo-
zientato rispetto alla seguente relazione di equivalenza

6. bery

6y ¥ osse th MpE Vv pw.

T é defta pseudo k-categorica se per ogni{h?, 41 E T,
M| = |n] risulta ) (Qﬂ) isomorfa a';5 (ql).

Abbiamo:
Teorema 4 (Mangani-Marcija , Lascar, Baldwin ecc.)

gorica.

Chiaramente il teorema 4.non vale per k= ,ﬁo

. / - )
Se k >5\Q, T & pseudo-k-categorica sse T & k-cate-

(per es. la

teoria dei campi algebricamente chiusidi caratteristica O & pseu

17 . 7 .
do-ﬁo—categorlca, ma non ho—categorlca).

Abbiamo perd:
Teorema 5.

4 »
Se T & Hl—categorica allora T g_pseud0wﬁo—cateqor1ca.

Interessante & il seguente

Teorema 6.

Ogni algebra di Boole atomica numerabile:& isomorfa a




[al,...,anj per n=1,2,...

[bl,...,bn] per n=1,2,...

Supponiamo di aver costruito la sequenza fino ad un certo pun
tq no(O_g n)). Se ng & pari poniamo:

Def. 1. an641 = il primo elemento diverso da

a(no"l )

ayre--rang

= formula atomica di ;25n0+1(T) t.c. le re
lazioni (i) e (ii) valgono per essa.

bno+1 = il primo elemento di N per cui vale (iii);

(ng+1)
(a esiste per la finitezza d1(351144(T) e bn +1 esi

ste usando 1l'induzione).

Se n, € dispari, scambiamo i ruoli dei modelllfvyzed 01 nel-
la definizione 1.

E' facile vedere che (Q?, al,...,a )- (qz bl""'b )  per

ogni n . Evidentemente la corrispondenza a_t»b
‘ n n
fismo di /Wz su 'n .

,—->Suppon1amo per assurdo che per gualche n, 1! algebra% (T)

sia infinita (e quindi numerabile). Esiste percid una sequenza

di formule w (vl,...,v ) t.c.
n
Lg% 1< Rt

e (v}[ wk 1 =1.

Allora esiste un modello numerabile [hq'che possiede la seguen
te proprieta: ' -

[wkk]#[lp}ﬂl ] per k=1,2,...

~

(%) esistono ajse-esa €M

th’klb L SRR 1l  per ogni k.

Esiste perd un modello’Yl non possedente la proprieta (*).

(Per compattezza: aggiungiamo al linguaggio di T nuove costan

’
“Ricordiamo che una strutturafhl éf\o-categorica se Th(qQ)

a un isomor
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e cl""’cn e aggiungiamo a VT *1wk(cl,...,cn) per ogni

k)
fcgsiql non & isomorfo a(b?. B (La dim. riportata & quella o-

riginale di Grzegorczyk.) .

I risultati teorici che abbiamo sullaf<o—categoricité sono 1

seguenti:

D

gb—categorica.

’Téorema 9 (Grzegorczyk [2217)

La classe delle strutture A -categoriché € chiusa rispetto

”al prodotto cartesiano finito.

Il teorema 9 & stato anche dimostrato (indipendentemente) da
Waskiewiz e Weglorz [51] che hanno dimostrato anche la chiu-
sura rispetto alle potenze ridotte infinite per le quali

ZI/D ha un numero finito di atomi.

Le applicazioni della((o—categoricité all'algebra, cioé essen

3 . . » 3 . s <
‘zialmente la ricerca di caratterizzazioni di algebna}wo-catea

goriche & cominciata nel 1969 e consiste nell'applicazione si-

stematica del teorema di Ryll-Nardzewski.Il primo risultato

completo &€ quello per gli ordini totali dovuto a Rosenstein

[39]. Rosenstein ha definito un insieme L}écii tipi d'ordine

‘lineari contabili per cui vale il seguente:

Teorema 10.

Sono equivalenti le seguenti proposizioni

(i) Ml & L/&ﬁ

(ii) ™ ,éf(o-categorico

(iii) PH,(Th(M)) & finito.




Precisamente:

Un sottoinsieme M; & detto un segmento se da a¢M,, béM1
e a<c<b segue che cébﬁf Un insieme ordinato N é u-

no spezzamento di M se N & un insieme di segmenti di M
che ricoprono M e se M1 <N r42 sse a<b con aéb41 e
béb%y Gli elementi di N sono chiamate le parti di M (re
lative ad N). Sia F un insieme non vuoto finito di tipi d'or
dine. Supponiamo che ci sia uno spezzamento di M di tipo nz
(razionali) t.c. ogni parte dello spezzamento ha il suo tipo
d'drdine in F e t.c. tra ogni 2 parti ci sono parti aventi
tutti i tipi d'ordine in F. Il tipo d'ordine di M & cosi deter
minato dall'insieme F ed & denotato con OF. -
kjifé allora il pid piccolo insieme di tipi d'ordine lineari
contenente 1 e chiuso rispetto a + e O.

Altri risultati per strutture relazionali sono:

Teorema 11 (cfr. [28))

Un'algebra di Boole 6% §_f\o-categorica sse 6% ha solamente un

numero €inito di atomi.

Dim: < si dimostra mediante un argomento "back and forth"
*> Per ogni n < w , consideriamo la formula ¢ (vo) che espri
n =
me che v_ & l'unione di n atomi. Se n#m, ¢ _(v.) e
n o
¢m(vo) sono incompatibili. Cosi se 65 ha infiniti atomi, allo

ra ;)31(Th(55)) & infinita e ‘cosi M non pud essere %0—cate-—

gorica.

Analogamente:

Un'algebra di Post generalizzata L (cfr. E2] pag. 204) é& un

prodotto libero C#B nella varieta di tutti i reticoli di-
stributivi con Oel di una catena C, con Oe 1 , e di

un'algebra di Boole . se c & finita, allorawlé definizione

@ equivalente all'usuale definizione di algebra di Post di or-=

dine finito.

Teorema 12 (@lin [36])

ge L=C#B &.un'algebra di Post generalizzata numerabile al-

lora L §_S§—categorica sse C e B sono So—categoriche.

T risultati precedenti anche se interessanti, essendo molto
legati all'enunciato del teorema di Ryll-Nardzewski, noﬁ servo
no ad illustrare in generale le tecniche da usare per la ricer
ca di algebre §<O—categoriche in una classe, ricerca che & in

generale molto difficile. Vediamo cosa significa determinare

se una data algebra é %g—cétegorica o no. Prendiamo un'algebra

7

A contabile; questa & Qb~categorica se ogni algebra contabi--
le che & elementarmente equivalente ad A, & isomorfa ad A,
cosicché A @& caratterizzata, a meno di isomorfismi, nella
classe delle algebre contabili a cui essa appartiene, dalle
sue proprietd del I ordine. -

Possiamo definire una relazione di equivalenza E? su A"

nel seguente modo:

a,b&'An, a E? b sse aeb soddisfano le stesse formule (pri
ve di parametri). Il teorema di Ryll-Nardzewski equivale allo
ra al fatto che A éf{;~categorica sse An/En & finita per
ogni n é&N. !

Per mostrare che un'algebra A é}{o—categorica é suffi-
ciente trovare una lista T di proprietd del I ordine che A
ha e che A non ha in comune con nessuna algebra contabile
non isomorfa ad A; perché allora ogni algebra chtabile che é
elementarmente equivalente ad A & isomorfa ad A. Questo in-
sieme T pud essere allora pensato come un'insieme di assiomi
per A, o come una definizion€ elementare di A e cié & di in
teresse logico. Ma possiamo dare un'altra condizione puramente

algebrica, necessaria e sufficiente, perché un'algebra conta-
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bile SLaUSO—categorlca. Definiamo la seguente relazione E2
di equivalenza su al.

- -

a Ez’b sse se c'é un automorfismo di A che porta a in b
(ciocé sse a e b sono nella stessa n-orbita)

Abbiamo che

. : - - 4 Ky ‘
A contabile g_S’o—categorlca sse per ogni n il numero del-

le n-orbite & finito.

Oss. + Vale sempre anche senza la contabilita di A.

Riassumendo allora il teorema di Ryll-Nardzewski pud essere

formulato:

Teorema 8'bis

Sono equivalenti per un'algebra A contabile.

(1) Th (n) §j{o—categorica
(2) ign(Th(A)) é finita per ogni n

(3) An/En e finitarper ogni n
1
(4) a%n
2 ,
Dim: L'unico. caso-non banale & (3) -~ (4) e questo pud essere

finita per ogni n

o

dimostrato dai risultati in Vaught (49] H

Come co,rol‘lario immediatto del terema 8 abbiamo:

Teorema 13 (cfr. Baldwin [§JLMBaldwin-Rose ESJ ).

B

§g.un'algebra A g_f:o—categérica, allora & uniformemente lo-

calmente finita. (cioé esiste una funzione f: w->w t.c. per

X<A se |X|<n dimmv[<x>i<fmh)

Dim: Supponiamo X==a{xi,...,xn_1} . Se ye¢<X> definisco
PY = {p(vl,.f.,vn_l) : ,At:y=apc§1""xn—1)}' Chiaramente se
¥y # Y, allora Pyl-# Pyz'*e quindi se ci fossero sottoalge-~

bre generate, arbitrariamente grandi, allora ign(Th(A)) non

sarebbe finita.ia

Queste tecniche ci permettono di dare la caratterizzazione com
Q , P 2

pleta dei gruppi abeliani S{O—categorici.

Teorema 14 (Rosenstein [40]Y

Un _gruppc abeliano G §_go—categorico sse ha ordine limitato

(cioé esiste n t.c. g%=1 per ogni gé& G ).

Dim: » segue immediatamente dal fatto che G & uniformemente
localmente finito.

+ Se G & abeliano di ordine limitato allora per un teorema
di Prifer (cfr. Kaplansky (23] pag. 17) & somma diretta di
gruppi ciclici‘i cui ordini sono potenze di primi. Questo allo
ra permette di trovare un'assiomatizzazione&{O—categorica di

un qualunque gruppo abeliano di ordine limitaté.ga

Sfruttando il teorema 11 e i risultati di Waskiewicz e ’
Weglorz [51] , Macintyre e Rosenstein C283 hanno dato una com-
pleta caratterizzazione degli anelli unitari regolari};o—catg

gorici (privi cioé di elementi nilpotenti) come anelli di fun

‘zioni continue.

La tecnica & sempre derivata dal teorema di Ryll-Nardzewski.

Dapprima si dimostra che se R & un quéiﬁnque anellof{o~catg
gorico, allora il gruppo\additivo di R ha ordine limitato ed
esiste f¢ 2 fx] che & identicamente nullo su R. Dopo, il

caso generale viene ridotto al caso di R il cui gruppo addi-
tivo & un p-gruppo per qualché.primo p, sfruttando il teorema
9. Supponiamo ora'che R non abbia elementi nilpotenti diver-
si da 0. Allora R ha caratteristica p, cosi & un'algebra sul

campo Fp d? p elementi. Ma R soddisfa l'identita £=0

-descritta sopra, cosl per un teorema di Mc Coy [313 , R &

commutativo. StiamO“trattapdo'allora algebre commutative R
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su Fp' soddisfacenti una identitd polinomiale £=0, con uni-
tad e senza elementi nilpotenti diversi da O. Arens e Kaplanski
fl] hanno dato un'importante teorema di struttura per R gggj.
tabili soddisfacenti queste condizionigxil teorema utile & una
generalizzazione del teorema di Stone. Ad R 'si associa uno
spazio booleano X , una sequenza finita Xy, i<n di sotto-
spazi chiusi di X , un campo finito F ed una sequenza Fi’
i<n di sottocampi di F. Viene data ad F la topologia di-
screta e si considera C(X,F; (X ). i<n ’ (Fi)i< n) l'anello
delle funzioni continue ¢g:X=*+F t.c. g(Xi)ClFi per i< n.

AllOra(*)Rﬁfc(X,F,(Xi)i<<n, (Fi)i <n)',Il problema & ora trova
.. re qugli informazioni da su X e Xi la }:O-categoricita di R.
L'idea chiave & usare la dualita di Stone. Sia CR) l'algebra
duale di X . Allora ad Xi corrispondono ideali I, di B.
Cosl ad R viene associato un sistema relazionéle L/?(R) con-
sistente dell'algebra B con ideali privilegiati Ii' i<n.
Macintyre e Rosenstein hanno mostrato come interpretare UQ(R)
in R e hanno provato che se R & S O—categorico allora
UQ(R) lo &. Sfruttando i risultati di Waskiewicz e Weglorz fSlJ,
si ottiene che per R soddisfacente (%) se UQ(R) e }§O—categg
rico allora R & f(o~categorico. Cosi il problema & riportato
all'f:o—categoricité di algebre di Boole con ideali privilegia

ti. E questo problema & completamente risolto. Infatti:

Teorema 15

‘Una struttura (65 IO,...,I. 1) (doVe &5 € un'algebra di Boole

nito di atomi.
oD M e

/ Y 2 .
Baur [7] ha caratterizzato gli R-moduli ﬁo~categor1c1, dimo-

strando i seguenti

Teorema 16

Per ogni anello contabile R ed ogni R-modulo contabile A,

e Io""'In—l sono ideali di 65) e \ —cateqorlca sse, detta

H(6b) l'algebra di Heyting degli ldeall di 6% , € Ho(ﬁ%) la

sottoalgebra di H(O%) generata daH(O’),.I(_),...,il’.n__1 si ha:

i) B ( f») & finita

ii)  qualunque sia Jé¢ Ho(é%), (g ha soltanto un numero fi

le sequenti condizioni sono eguivalenti.

(i) A_gs{o—categorico
(ii) FEsistono né W, R-moduli finiti BO,...,Bn__1 e cardina-

£W t.c. A—@B (k)
141'1

i Kgsee-ik

Teorema 17

Per ogni anello contabile le sequenti condizioni sono eguiva-

lenti:

(i)  Ogni R~modulo_§fwo—categorico

(ii) R & finito ed esiste soltanto un numero finito di clas-

si di isomorfismo di R-moduli indecomponibili

Teorema 18

Per ogni anello commutativo contabile R le seguenti sono e-

guivalenti:

.

(i) ogni R-meodulo & S o«categorico

(ii) R & un Anello finito a ideali principali.

Non risulta che ci siano altre caratterizzazioni complete di
algebre }\ —categorlche. Importanti contributi (senza perd ot
tenere condizioni necessarie e sufflc1ent1) sono sui:

-Gruppi abeliani "by finite" *(cioé gruppi aventi un sottogruppo
abeliano di indice finito), Rosensteir([40:l, Cherlin-Rosen-
stein [151 .

-gruppi (Sabbagh (431
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Un recentissimo risultato & il seguente:

Teorema 19

Ogni gruppo semplice G gﬁo-categorico & finito.

Dim: Ricordiamo che se G & S o categorico, allora G & lo
calmente finito. Per un teorema di Kargapolov (cfr. Felgner
[18] p- 318) per ogni gruppo semplice G, localmeﬁte finito,
infinito, ci sono infiniti gruppi ‘semplici finiti non iso-
morfi che sono immagini omomorfe di sottogruppi di G. Ma se G
] sgo—categorico, questi gruppi finiti hanno esponente (= il
minimo n t.c. gn==i, per ogni geg G) limitato. Hall e
Higman nel 1956 hanno congetturato che c¢'é solo un numero fini
to di gruppi semplici finiti con un esponente fissato. Ma que-
sta congettura segue dalla congettura, recentemente provata,
che c'@ solo un rumero finito di gruppi semplici sporadici.
Questo prova allora che non esiste un gruppo semplice infinito

L( -categorico
(e g d

Recentemente Pillay [38] ha tentato di dare una formalizza-
zione del concetto di teoria }:O-categorica, per la guali gli
isomorfismi tra i suoi modelli contabili sono essenzialmente

ottenuti da applicazioni biunivoche arbitrarie tra insiemi in
finiti. Viene cosi introdotto il concetfo di teoria molto sem-
plice come la teoria di un particolare modello} detto modello

molto semplice. Viene provato che le toerie molto semplici so-

’
no ﬁ\o—categoriche,lA)—stabili (v. dopo) e non finitamente as-

siomatizzabili.

4.f<1—categoricita

Ricordiamo che 1-tipo su M & un insieme di formule con una
variabile libera ed a parametri in M, massimalmente consisten
te con Th(WnM). Una definizione semantica di 1-tipo & la se-
guente. Sia 01 un'estensione elementare di (ﬂ] e me¢M; allora
p =1 ¢(v,0) :ﬁl E ¢(m,fi) }éun 1-tipo. Denotiamo con S(QQ),
spazio di Stone di(h?, l'insieme d; tutti gli 1-tipi su M. La
relazione tra la cardinalitad di una struttura e la cardinalita

del suo spazio di Stone porta a un importante invariante di

‘teoria dei modelli. Cosi diciamo che T & A-stabile se per

ogniq{l}: T con |M| = A |sM)|= A. (cfr. Shelan [45] )

T & Ww-stabile se é stabile inf:o, che & equivalente ad esse-

re stabile in ogni cardinale. T & stabile, se & stabile.in

qualche cardinale.

-Morley [33] provd che una teoria Sil—categorica & W ~stabile.

Poiché la W -stabilitd ha molte proprietd che lafll—categori—

cité non ha, ed & pid facile caratterizzare le algebre w-sta
bili delle %Ql-categoriche, la tecnica usata nelle applicazio-
ni all'algebra & la seguente:

Per trovare le algebre s% —-categoriche di una certa classe si

1
determinano prima le w-stabili e quindi si cerca di determinar
ne quelle che sono f:l—categoriche.

Vediamo alcune proprietd delle strutture W -stabili, che sono

analoghe alle proprietd delle strutture S(O—categoriche.

Proposizione 20 (cfr. Wierzejewski C52] , Cherlin-Reineke

14l ). )
I1 prodotto diretto finito di struttureW-stabili & W -stabi-
le.




Definizione
. Ko i q1 '
Una relazione RCM é definibile su ‘Q,sse per qualche

formula ¢(VO,...,V ) in L _ (l'indice indica la possibile

k-1 M
presenza di parametri di M) abbiamo

< My ,m >¢ R ssefn?b¢ [mO,...,m ] . Una funzione

k-1 k-1
f(x) & detta definibile sse la relazione "f(x) = y" & de-

finibile.

Proposizione 21 (Cherlin-Reineke 614])

Sia A un sottoinsieme di M ,qq -definibile e Rl""’Rk'

fl,...,fQ siano relazioni e funzioni su A,qyz—definibili. Sia-

no a,,...,a ¢ A arbitrari. Allora se é )..stabile, allora
ne 1 - g
Q=< a, {Ri,fj,ak} > & \A-stabile.

’
Per determinare quali strutture w®w-stabili sono %\1—categori*

che utilizziamo il seguente:

Teorema 22 (Baldwin-Lachlan Eﬁ] )

T E,f;l*categorica sse T €& w-stabile e ogni sottoinsieme

definibile infinito di un modello di T ha la stessa cardina-

lita del modello.

Il primo risultato di caratterizzazione.completa dei gruppi a-
beliani silfcategorici € di Macintyre [26] , che ha suggerito

la tecnica per questo tipo di dimostrazioni. Il "trucco" censi
ste nel modificare teoremi o concetti classici, aggiungendo lo

aggettivo definibile.

~

Per esempio il concetto di condizione della catena & molto uti-
le in molte branche dell'algebra. Diciamo che l'algebra A sod

disfa la condizione della catena discendente (ascendente) su

sottoinsiemi di classe P se non esiste alcuna catena pro-
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priamente discendente (ascendente) infinita di sottoinsiemi di

A di tipo P. (Un sottoinsieme di classe .P pud essere per e
sempio un sottogruppo, un sottogruppo normale, un ideale ecc.).

Per quanto riguarda i gruppi abbiamo, per esempio,

Teorema 23 (Macintyre L26] , Shelah [44:}, Baldwin-Saxl [6] P
Cherlin {9])

Se A @& un gruppo W-stabile, allora A soddisfa la condizio-

ne della catena discendente sui sottogruppi definibili.

Questo permette di ottenere la sequente caratterizzazione di

tutti i gruppi abeliani w-stabili

Teorema 24 (Garavaglia)

Se G abeliano soddisfa la condizione della catena discendente

sui sottogruppi definiti da formule primitive positive, allora

G & w-stabile.
Teorema 25 (Macintyre C261)

Un gruppo abeliano & w-stabile sse & somma diretta di un grup-

po divisibile e di un gruppo di ordine limitato.

Teorema 26 (Macintyre 526])

Un gruppo abeliano A g_S{l—categorico sse & di una delle se-

guenti forme:

(1) A & una somma diretta di un gruppo finito e di una som-

ma diretta infinita di.cooie di un fissato gruppo cicli-

clo finito di ordine potenza prima

(i) A & una somma diretta di un gruppo finito e di un grupoo

divisibile che contiene solo un numero finito-di elementi
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di ordine primo p, per ogni primo p

Dim: Per il teorema precedente A==Dm(j<:. E' facile vedere
che a meno che Dm o C sia finito, Th(A)ha un "2~cardinal-model"
contraddicendo il teor. 22. Caso (i) corrisponde a Dm finito.
Caso (ii) a C finito. Un ulteriore uso del teor. 22 e della
struttura dei gruppi abelianiAporta a pia raffinate informazio

ni sugli altri addendi.

Un risultato pid profondo & quello sui campi.

Teorema 27 (Macintyre [27] )

Per un campo K le seguenti sono equivalenti:

(i) K & w-stabile
(ii) K gf(l-categorico

(iii) K & finito o algebricamente chiuso.

Il risultato del teorema & migliorato:

Shalah [44J.ha dimostrato che un corpo f;1~categorico € un cam
po algebricamente chiusé e Cherlin E12] ha dimostrato che un
corpo W -stabile & un campo algebricamente chiuso.

Zilber [53] ha caratterizzato tutti gli anelli di caratterisﬁi
ca O, }:1—categorici come algebre su campi algebricamente
chiusi, di dimensione finita, irriducibili in somme dirette.

L' }ll—categoricité sembra avere quindi un significato algebri-
co molto profondo. Ulteriori piti raffinati esami, dove ancora
intervengono spesso campi algebricamente chiusi possono essere
trovati in Felgner [17} s Cherlin -Reineke [14] , Sabbagh f43},
Baldwin-Rose CSJ .

La maggiore facilitd dell’ f;1~categoricita rispetto alla

f\o—categoricité, ha suggerito di aggiungerekl'ipotesi di sta~
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pilita all'é(o~categoricité.

- Il pid profondo risultato in questa direzione & dovuto a Baur-

-Cherlin-Macintyre CB] :

Teorema 28

(1) Un sottogruppo stabile G(O—categorico € nilpotente "bwv
finite" (cioé ha un sottogruppo normale nilpotente di

indice finito).

(ii) Un gruppo W -stabile &g~catenorico & abeliano "by fini-
te" (cioé ha un sottogruppo normale abeliano di indice

finito).

La dimostrazione & la pil complicata vista finora e richiede
tutte le techiche accennate.
Baur Cherlin e Macintyre riescono a dimostrare anche un vice-

versa del (ii).

Teorema 29 (Baur-Cherlin-Macintyre [8])

Sia G up‘qrumpo localmente finito di esponente limitato.

Sia A un sottogrupoc normale abeliano di indice finito. Al-

lora le seguenti sono eguivalenti:

7

(1) ¢ g_(§o—cateaorico.

(2) G g_c;o—categorico ed W-stabile di rango di Morley fi-

4

nito.

(3) A ¢ somma diretta di sottogruppi normali finiti di G

gi‘ordine limitato.

Usando i risultati di Baur [7], essi riescono a caratterizzare

anche i gruppi totalmente categorici.



Teorema 30

Con le ipotesi e le notazioni del teorema 29, G & totalmente

categorico sse A==Af$ A2 dove A e sottogruppo normale

1
somma diretta di

un

finito di G e A, e

ro di sottogruppi normali finiti ’Fi' dove

un arbitrario nume-

gli Fi sono mutua -

mente isomorfi, via isomorfismi rispettanti l'azione di G e

indecomponibili nel senso che Fi:=Fi X F; con Fi’ F;<JG

(1 o o

. . [ "o

implica F1 Fi (1).

Analoghi risultati vengono forniti in [8] per gli anelli.
Lachlan [24] congetturd che una teoria stabile fi

é W -stabile.

O—categorica

Per quanto visto prima questa congettura nel caso dei gruppi di-
venta: |

"Un gruppo stabile $§O-categorico nilpotente & abeliano ?" Ri-
cordando che i gruppi abeliani sono§<o—categorici se hanno ordi
ne limitato, Baldwin e Saxl f6J posero la seguente congettura:
"Ogni gruppo stabile di ordine limitato & W -stabile 2".

La risposta a quest'ultima congettura & negativa. (cfr. Baldwin
f3] ). Non abbiamo ancora una risposta completa alla congettura
di Lachlan. L

Lachlan dimostrd che se esiste una @eoria§4o—categorica stabile
una che &

e non W -stabile, allora ce n'é uno pseudopiano.

: . - 3 ] » 3 '
Uno pseudopiano € un insieme di "punti" e "rette" con una rela

'zione di incidenza che gode delle seguenti proprietd:

A-1. L'insieme di punti incidenti a due date rette & sempre fi
nito (eventualmente wvuoto).

A-2. L'insieme delle rette incidenti a due date rette & sempre
finito . - » R

B-1. Ogni retta & incidente a infiniti punti.
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B-2. Ogni punto & incidente a infinite rette.

Zilber E54] ha provato che non esiste uno pseudopiano totalmen
te categorico.

Poiché Cherlin-Harringhton-Lachlan [13] hanno caratterizzato
fra le teorief%o—categoriche,b)—stabili quelle che sono total-
mente categoriche e hanno dimostrato che se c'é uno pseudopiano
g O—categorico W -stabile ce n'd uno totalmente categorico, se
gue che non c¢'é nessun pseudopiano So—categorico,G)~stabile.
Per finire questa rassegna sulla categoricitd ricordiamo che
Morley C33] pose il problema dell'esistenza di teorie f{l—catg
goriche finitamente assiomatizzabili.

Zilber [53] ha dimostrato che le teorie totalmente categoriche
non sono finitamente assiomatizzabili. Analogamente Cherlin-
-Harringhton e Lachlan [13] hanno dimostrato che non lo sono
nemmeno le teorie&(o—categoriche ed W-stabili. Peretyat'kin
[37] ha'peré recentemente dato un esempio di teoria f:1~categ9_'

rica completa finitamente assiomatizzabile. Un tale risultato

€ stato annunciato anche da Morley EBS] .
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