_ e -
DOTTRINE ELEMENTARI -ESISTENZIALI REGOLARI

Estratto da

C. Bernardi (a cura di), Atti degli incontri di logica matematica Siena 7-8-9

. . . CLAUDIO BERTA GIANCARLO MELONI
gennaio 1982, 15-16-17 aprile 1982, 4-5-6 giugno 1982. ‘

Disponibile in rete su http://www.ailalogica.it

Data la categoria R delle categorie regolari e la categoria D del
le dottrine elementari-esistenziali, dove le categorie di attributi so-
‘'no ridotte a preordini, esistono due funtori

R D

tali chef associa alla dottrina D la categoria regolare fo@ i cui og

getti sono le coppie ordinate [X, A] di tipi e attributi di quei tipi in
o) , mentre le frecce sono gli attributi dimostrabilmente funzio-
nali, uguagliate a meno della relazione di reciproca dimostrabi-
lita; il funtore associa alla categoria regolare R la dottri-
nadR , la cui categoria dei tipi e ’R stessa, mentre gli attri
‘buti di un certo tipo X sono i sottoggetti di X .

I seguenti risultati sono noti.
Le categorie ﬂ, e f(éﬂ) sono. equivalenti.

pe

R Mﬁ(glm & un'equivalenza di bicategorie (dove con '"equi
valenza di bicategorie' s'intende che fo0 & pieno e fedele e ogni
oggetto di (OR) & equivalente - anziché isomorfo, come richiesto
dalla definizione di equivalenza di categorie- ad almeno un og
getto di R trasformato tramite [005\) .

I1 funtore }P @& l'aggiunto sinistro di 5 .
S{R & una sottocategoria piena e riflessiva di D.

Si pone il problema - sia dal punto di vista categoriale, che
rispetto alla questione dell'analisi concettuale della logica
.elementare-esistenziale - di chiarire 1l rapporto tra la bicate
goria delle categoriéi.regolari e quella delle dottrine.

DEFINIZIONE Si dice che nella dottrina ,b vale lo schema di
comprensione se per ogni YQIT\ ( T & la categoria

dei tipi di Dy, il funtorev”—f;y ——-———,-(1(7),

S

hawam }4 (77) ¢ 3% (V) |
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ha aggiunto destro.

(Con GﬂY) si denota l'inf -1 -semireticolo degli attributi di ti
poY ). X ) | | B
Quindi, per l{e‘;9 e E%Cﬁj)qualsiasi,

/ 305 < B

X ]
‘\W*

(per brevitd scriveremo anche B —f
La counita dell'aggiunzione da 3 W i(®.
Si hanno i seguenti risultati.

(35¢€)

invece di 18] —ﬁLﬁyv).

La freccia E&]~J§—»y & mono; {d&ﬂ ~E—*y & un isomorfismo;
vb]ﬁ.&%éﬂgﬂ; il funtore di comprensione & fedele.

DEFINIZIONE Si dice che una dottrina o) soddisfa le condizio-
ni di regolarita -pil semplicemente, & regolare -
quando:

(i) vale lo schema di comprensione;

(i) per X RSN \/xy qualsiasi,
N, €« =
TS & = f=q

:') . . . .
5 Fcon ( s denota %'attflbuto.%wgwydl tipo V*Y );
@) il funtore di comprensione & pieno;

(iv) ogni freccia del tipo di € nel diagramma qui sotto & estre-
male '
ENCANENCA
X -£——d»1%@&fﬂ
Il punto (ii) pone la condizione che per i termini 1'uguale e il
dimostr?bilmente uguale coincidano (si ha, banalmente, che {:9:?
: i>(£%>(§? ); cid & indipendente da (i), infatti una dottrina per

cui ogni tipo ha un unico attributo, generalmente & elementare-—
esistenziale, in essa vale lo schema di comprensione, ma non (ii).

Valgono allora le seguenti proprieta.
se D soddisfa (i) e (ii), T ha limiti Sinistri finiti.

Una dottrina con schema di comprensione soddisfa (iii) sse per o-
gni attributo A di tipo X qualsiasi, As.EﬁQQAB.
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ge & soddisfa (i) e (iv), allora X?—£—,Y & estremale sse
a1 =7 .

Se L soddisfa (i), (iii) e (iv), { & estremale sse ﬂ%!%@b.

11 passo fondamentale nella dimostrazione dell'equivalenza tra
D e (€&3> , per L) dottrina regolare, consiste nel dimostra-
re le due seguenti proposizioni.

PROPOSIZIONE Se ¢ soddisfa le condizioni di regolarita, la
sua categoria dei tipi [ & regolare.

PROPOSIZIONE Se D soddisfa le condizioni di regolarita, A e
P> sono attributi qualsiasi rispettivamente di ti
po X e 7 , F & un attributo funzionale di tipo X%Y da A
a B , allora [F] «nﬁl~»)¢y’ & una relazione funzionale nella ca
tegoriékregolare T (una freccia di]ﬁng) da [A] 2—¥ a &Bﬁ—ﬁiry

Perché sia definibile il concetto di equivalenza di dottrine &
necessario specificare cosa s'intende per trasformazione natura-
le tra morfismi di dottrine.

DEFINIZIONE Una trasformazione naturale tra i morfismi di dot-—

trine E
OD« °D 2

i

& una trasformazione naturale T tra f%‘ e /ﬂ. (le componenti
4 A :
di M e M sulle categorie dei tipi), tale che per ogni AeO(X)

con Xé\T,‘\ qualsiasi, N’((A} é,t:[ﬁ;(A}j.
A M ()
{
/%‘x,,w_;sL_uq./uﬁ(X)

Quindi, si ha

PROPOSIZIONE Se o/ soddisfa la condizioni di regolarita,
D —J— §e®

definito come segue & un'equivalenza di dottrine.

Rispetto alle categorie dei tipi,

3. (%)
>’<—i——-7 e el —R Lty
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rispetto agli attributi,

/ 3,
Q.00

(gli nw sono le componenti di una trasformazione naturale
7;1 62? » che @ 1'unita dell'aggiunzione tra f e & ).

L'altro morfismo,parte dell'equivalenza, &
S(p20) 0z D
definito sui tipi da
F Drgm) {
KA ———— (V8 e A 121

dove.g é la freCC1a associata canonicamente alla relazione fun21o
nale [F] = ‘67/ nella categoria regolare 7’
sugli attributi,

M 0

0] > [} A]

XA]
7 ’j -~
dove m & la freccia associata in T alla relazione funzionale

M7 e X

PROPOSIZIONE Se ID, & la bicategoria delle dottrine regolari,

D, —L R

¢ un'equivalenza di bicategorie.

In un certo senso si pud dire che le dottrine regolari sono la
soluzione della contraddizione per cui, se da una parte le cate-
gorie regolari sono la concettualizzazione della logica elementa
re-esistenziale, dall'altra la pratica matematica fa uso conve—
niente delle proprietd delle dottrine ad esse associate.

N

Inoltre si ha

PROPOSIZIONE  Se )Dq—ié,jj & unkquivalenza di dottrine e O

402y
é regolare, allora anche &%“3 & regolare.

PROPOSIZIONE Per ogni categoria regolare R, %7{ ¢ una dottri-
na regolare.

PROPOSTZIONE Una dottrina elementare-esistenziale L & equi
valente a 5(?&?) sse & regolare,
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