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TEORIA DEI MODELLI E LOGICA HODALE
GIANGIACOiI0 GERLA (Napoli)

L'individuazione di iogiche che, pur permettendo un
;adeguatd sviluppo della relativa teoria dei modelli,
1abbiano’una potenza espressiva maggiore di quella del
la logica classica del primo ordine A & forse uno dei
principali compiti che si pone l'attuale ricerca in
teoria dei modelli.'Nell'ambitq di tale problematica
n [3] si definisce una logica modale del primo ordine
n cui QA viene interpretato come possibilita di ot-
tenere una estensione del modello dato in cul A sia
era. Allora tutti quei concetti di teoria dei model-
i (quali l'essere algebricamente chiuso, l'essere
sistenzialmente completo, la mode1~completézza, il
forcing infinito ecc.,) che si definiscono facendo ri-
ferimento alle estensioni di un dato modello, sono
esprimibiii nella logica modale A" cosi definita. Co-
me & noto tali concetti non sono esprimibili in 4 .
Piu precisamente, detto L un linguaggio del primo
ordine, chiamiamo E-struttura modale una coppia costi

€W
una relazione R in W binaria, transitiva e riflessiva.

tuita da una famiglia (Mw)ﬁ di modelli di L e da

Si suppone inoltre che se wRw' allora MW| € una esten
sione~di Mw. Detta L' l'estensione modale di L, la va
lutazione delle formule di L' € definita al solito mo

do. Di particolare interesse sono le E;stfutture indi
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viduate dalla classe CT del modelli di una data teoriag

T di L e dalla relazione "essere sottomodello". In tale

caso se i € un modello di T CT,M = QA equivale ad ar-

fermare 1l'esistenza di una estensione di i in cui A @&
vera. Ne segue, ad esemplo, che un modello di T & esi-
stenzialmente completo se e solo se CT,M B QA— A per .
ogni formula A di L esistenziale. Similmente si prova
che T & model-completa se e solo se in C_ & valida
A=—OA per ogni formula A di L’e che cid avviene se e
solo se ‘ﬁﬁﬂ*IDA € valida per ogni formula di L'. In al-
trl termini T € model completa e e solo se il Sistena
modale delle formule valide in CT tracolla,

Per poter esprimere il forcing infinito si definisce
la funzione ¢ per induzione ponendo
P(BAC) =

Exi $B, $(M5)=0Q(3¥3). Si prova allora che . forza in-

PA=A se A & atomi,
ca ed inoltre BAPC, P(3VC)= P3VvVYC, P3Ax. B)=
i
finitamente la formula A di L (rispetto alla teoria T)
se e solo se cT,szt‘:—«pA. Da cid segue cne il &€ infinita-
mente generico se e solo se per ogni formula A di L

CorliFE A=—oga,

In [3] si prova anche un teorema di completezza e di
compattezza per la logica proposta. E' ‘possibile inoltre
provare che: a) A4' pur essendo assiomatizzanile non am-
mette un sistema di assiomi che permefta la deduzione
da ipotesi; b) & possidile l'eliminazione dei quantifiQ

OO

. ‘V\ i . . ~ . . .
catori perx A quando L & i1l linguaggio puro con identi-

X . i ~ ~
ta; c) A" non & confrontabile con le note estensioni in-

finitarie di A4 .

Tra le guestioni aperte vi e il problema della con-

yfrontabilité di frammenti di A' con frammenti delle

estensioni infinitarie di A . Risultati in tale sen-
so sarebbero interessanti in guanto dalla esprimibili
ta, facilmente.intuibile e verificapbile, di molti con
cetti di teoria dei modelli in A' , Si1 potrebbe risa-
lire alla piu cdmplessé questione.della esprimibilita
nelle logiche‘infinitafie.
Interessante sarebbe anche chiarire 1l rapporto tra
A* , la logica intuizionista ed il forcing finito ed’
infinito. Cid anche in connessione a problemi di indi
pendenza in teoria degli insiemi. Relativamente a tali
questioni si veda anche [1] e &ﬂ .
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