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Come € noto, 1l Teorema di Solovay afferma che,
se f(xy....x,) & un polinomio nel linguaggio delle
algebre diagonalizzabili DA tale che l'equazione
flxy...x,) =1 nbn sia deducibile dalle identita di
DA , esiste una sequenza K‘... KA di proposizioni

dell'Aritmetica di Peano PA tale che, nell'algebra

¢ .
diagonalizzabile di PA, £ ([Aﬁ] .o A&] ) #F A1

( [Ag]dgﬁ classe di equivalenza di A; modulo la
dimostrabile eguivalenza in PA ). '

Il Teorema- di Solovay costituisce una generg
lizzazione molto forte dei Teoremi di Incompletez
za di G&del: come il Primo Teorema di Gddel, for-

| nisce un metodo per produrre formule indecidibili

(si prenda £ : £ ¥ O, £ # 1 in DA), e come il Se-

condo Teorema ci dice che fra le formule indeci-

dibili ve ne sono alcune che coinvolgono il predi
cato di dimostrabilita. Anche per queésti motivi,
sarebbevutile dimostrare un analogo del Teorema
di Solovay per l'Aritmetica di Heyting HA. L'ap-

proccio pid immediato a tale problema consiste nel

R

lo studiare la variet3d IDA ottenuta sostituendo
in DA le identita booleane con quelle delle alge-

bre di Heyting. L'algebra associata ad HA & una


Rossella
vol1
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IDA, e questo fatto ha incoraggiato alcuni autori
a studiare tale varieta. Buoni risultati sulla IDA
sono stati ottenuti da A. Ursini (4), (5) e da G.
Sambin (2). Tuttavia, le identitd valide nella IDA
di HA sono di pili di quelle delle IDA. Esempi di
identitd valide nelle IDA di HA ma non in tutte le
IDA sono ( (x + ¥)€ T (Tx +Ty) (Leivant), e
C(WwT x—=»Tx)—~w»{Tx (Visser). Uno dei motivi
per cui succede guesto & che in HA sono valide re
gole non valide classicamente; aritmetizZando‘tali
regole si ottengono proprietd del predicato di di
mostrabilitd per HA che non sono deducibili dalle
identitd di IDA. Invece di continuare su questa
strada pud essere interessante fare un passo in-
dietro, e chiedere: perché la dimostrazione di
Solovay non funziona per HA? Un'analisini tale
dimostrazione rivela che 1'unico punto in cui i
utilizza un ragionamento intuizionisticamente inac
cettabile & il seguente: dato f(xy...x,) non iden
ticamente uguale ad 1 in DA, Solovay costruisce
~una DA finitaf& in cui f(xi...,xm) non & identi-
camente uguale ad 1; lo spazio duale di{& € un
albero finito< T,y munito della topologia discrg
ta. Solovay introduce poi una h totale ricorsiva

da N aTtaleche Vx hx h(x+1), e utilizza
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il fatto che FEK- "h & costante da un certo n in
poi". Questo fatto & dimostrabile classicamente
(essendo T finito e h non decrescente, i wvalori

di h , se non si fermano prima, si devono neces-
sariamente stabilizzare una volta raggiunta una

foglia) ma non intuizionisticamente, in quantd'm
non possiamo decidere su quale punto dell'albero
i valori di h si fermano.

Per ripetere la dimostrazione di Solovay do-
vremmo aggiungere, per ogni n, t l'assioma "se t
codifica un albero finito {T,{” e n codifica una
funzione totale ricorsiva da N a T non decrescen
te rispetto a < , tale funzione & costante da un
certo n in poi". Questo schema, perd, non solo non
€& dimostrabile in HA, ma & equivalente allo schema
AV a: A£€Z . Aggiungere tale schema significhe-
rebbe andare contro lo spirito di HA, in gquanto
cid comporterebbe ad esempio 1l'aggiunta dell'as-

i 0=1 0 = tre
sioma TeorHA ] '1V"lTeorHA 1, men r

TeorHA 0 =1 & una delle pit importanti formule

indecidibili di HA.

Concludiamo con una lista di problemi aperti.

1) Caratterizzare 1l'insieme IHA delle identita ve
re rlella IDA di HA.

; . i dibile?
2) IHA €& decidibile
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5. URSINI A. " "A modal calculus énalogous

Sia T un'estensione r.e. di HA. In genere non to K4W, based on intuitioni-

& detto I =2 IH (ad es. I $ I anche se

stic propositional logic".
A PA HA
PA = HA). Studia Logica 38 (1979).
Esiste una T siffatta tale che IT = IDA?

: ' ‘ " inciple".
L'intersezione delle I_ tali che T & come al 6. VISSER A. The ?ompleteness princip
punto 3 coincide con IDA? ' Preprint.
Esite una T come al punto 3 tale che Ip sia 7 VISSER A. "Aspects of diagonalization
indecidibile? Se si, studiare i gradi di inde and provability". Tesi di
cidibilita 56116 IT. dottorato.
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