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ITERAZIONI DI ESTENSIONI BOOLEANE

GIUSEPPE ROSOLINI

Le questioni sulle estensioni booleane possono spesso esse-
re interpretate nella teoria dei topos, offrendo occasioni per
nuovi spunti. Affronteremo il problema della iterazione di e-=<

stensioni booleane e proveremo che
(1) M{aliBl ¥ MlaeB]
wow -

per generiche algebre di Heyting complete A e % ed M struttura
finitaria qualunque (a quanto ci é dato di sapere, sono note

soltanto soluzioni parziali del problema, cfr. [4]), deducendo

la (1) da una proprieta dei topos localici. Si ricordi che

ﬁ[vél = gs:M - A‘m\e/Msm =41 & Un,neM. smAsn = sm/\S(m,n)j, dove
& & la funzione di Kronecker. A questo scopo, accenneremo prima
alla costruzione dell'algebra tensore (cfr. [51) ; quindi pro-
veremo che vale la condizione di Beck ‘per un pullback di topos

localici, cioé

TEOREMA. Sia '
& h,F

(2) ky £ V8
¢ L5 |
un pullback di morfismi geometrici tra topos di fasci su algebre

di Heyting complete; allora

(3) fxg*” k.

Si noti che esiste sempre l'algebra A®B, rappresentante del-
le funzioni da AxB che conservano i supremi in ciascuna varia-
. . A B . .
bile. Si prova che ‘é@}i& =B : = A | » per opportuni operatori j

ed 1; se ne deduce che ogni elemento j(d) di A B con 4 in };}A 8
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uguale a

V
(4) aeAa@da

dove a®b indica l'elemento di A®B individuato dalla fﬁnzioné
che manda a in b ed il resto in O. Siano k:A -> A®B ed h:B -
A®B gli omomorfismi definiti "tensorizzando conml"f )
Usando le proprietd della fattorizzazione iperconnesso-loca-
lico dei morfismi geometrici tra topos (cfr. [31), si ha che,
se in (2) gf C;LAJ e 3¥ égLBJ per opportune algebre A e B
in éf, allora deve essere &~ SsﬁAch], attesa la proprieta

universale del tensore. Proviamo ora il teorema.

DIMOSTRAZIONE. Sia (X,I=1), un insieme con una B-relazione
simmtrica transitiva [=J:Xx X -> B, un generico oggetto dleLBJ

(per questa descrizione di ZfLBJ, cfr.[2]). Valgono le seguenti

identita:
ge(GI=D = Jorx = B]see) = 4,
f*g*(X,EIJ) = (g*(X,E:]),S),
WXL ED = (X, h°T*ﬂ)
k (X, [=]) = ((aeB)¥ =1,
dove S(s) sta per X\/sx/\ ;{\ fSX/\sy'é>SXA yﬂ] dt =“t]

-V@uAschs(t)A VﬂmAt 'x > h(a)} per t,t':X -> A B defi-

nisce una A-re
A lazione 51mmetrlca transitiva (cfr.

(171,027).

. . * ~ .
Dati s,s' in f gx(X,I=]) € facile provare che

(5) Hhs = hs'ﬂiz 1 sse s =s'.
Inoltre, dato t:X -> A@B, per la (4), si pud scrivere
tx= V
¥ ae Aal & dxa

per ogni x in X. Sia ¢ = ﬂ} = t]L. Allora la funzione d:x = d c
X

da X in A appartiene a g, (X,[=]) e si ha

t]Lch

(6) [nd
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Dalle (5) e (6) si ottiene che la A-funzione [ da fxg%(X,E:])
in kﬁh*(X,i:ﬁ), definita da F(s,t) = &hs = tjh, & un isomor-

fismo. Questo prova 1l teorema.
P

Per ottenere ora la (1), si consideri un insieme M; sia
ispondente di é?[éga@j. E' facile provare

(M[B],9).

(M,5) 1l'oggetto corr
dalla (3) che kX(M,S) =

¥ £k, (M,8) T £, (u[B],5) ¥ ulB][a].

Dunque

M[Ae B]

Dato che tutti gli isomorfismi che compaiono sopra sono natura-

1i, il risultato si estende alle strutture.
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