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RELAZIONI DI EQUIVALENZA POSITIVE
RAPPRESENTATE DA FORMULE

Cclaudio Bernardi

Ricordiamo innanzitutto una definizione e un teo-
rema dovuti a ErSov.

Definizione. - Una relazione di equivalenza R de-
finita nell'insieme w dei numeri naturali si dice
precompleta se per ogni funzione parziale ricorsiva
qy esiste una funzione totale ricorsiva f tale che,
se \y converge su x, allora W/xl?fx.

Teorema. - Se R & una relazione di équivalenza
precompleta ed f é una funzioné totale ricorsiva,
esiste un n ("punto'fisso'ﬂ tale che fn R n.

Nel seguito ci occuperemo esclusivamente di rela-
zioni di equivalenza, definite nell'insieme w , che
siano positive, ciod per cui sia possibile enumerare
le coppie associate dalla relazione stessa.

Esempio 1. Consideriamo la relazione che associa
due numeri z,y sse & dimostrabile (ad esempio in PA4)
1'uguaglianza delle due funzioni ?;,CG. E' facile
dimostrare che si tratta di una relazione di equiva-
lenza positiva precompleta (una funzione parziale 'Y

si pud prolungare ad una funzione totale f ponendo

éf 5 = {%’xz se Yx converge,
fx

divergente altrimenti ).

Il teorema precedente, applicato a questa relazione
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di equivalenza & il teorema di recursione.
Esempio 2. Sia ~v la :elazione positiva cosi de-
finita: «w~y sse le sentenze di godeliani z,y so-
no dimostrabilmente equivalénti in PA. Questa rela-
zione non & precompleta, perché laAfunzione totale
ricorsiva associata al connettivo non & priva di

punti fissi.

Ora, a una formula F(v) con una variabile libera
associamo la relazione di equivalenza ~g cosl defi-
b Flz)esF(y). |

Teorema. = Le relazioni di equivalenza positive

‘nita: & ~pY  Sse

sono tutte e sole quélle del tipo o

Questo teorema assicura che ogni relazione di e-
quivalenza positiva & rappresentata da una formula;
oed proponlamo ora di studiare le rela21on1 di equi-

valenza positive rappresentate da formule estenszo—

nali, nel senso che | pesq implica +G(MV)<>G(GY).

Questo, naturalmente, equivale alla richiesta che
2 .
Vo 2N

Teorema. - Nelle “condiziond précédenti, ~e P
(a) totalé, oppuré (b) ricorsivaménté isomorfa alla
relazione ~n, oppuré (c) précompléta.

Esempio. La formula Theor (v) da luogo ad una re-
lazione che rientra nel caso (¢). Di conseguenza,
per ogni funzione totale ricorsiva f esiste una sen-
‘tenza p tale che, }-Theor U”U-+~5Theor(j”) " Que-

sta c1rcostanza suggerlsce lo studio delle algebre

.5
i
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y Tememe

diagonalizzabili in cui; per ogni poliﬁbmio f, esiste
un a tale che Ta = Tfa.
| Vale anche il teorema inverso del preceden£e.
Teorema. - Ognt relazione di equivalénza positiva
di uno dei tipi (a), (b), (c) &, a meno di isomorfi-
smi, rappresentabile con una formula ésténsionalé.
Esaminiamo, infine, altri due teoremi che forni-

scono condizioni perché una formula G(v) estensiona-

‘le si trovi nel caso (c).

Teorema. - Condizione sufficiente (ma non necessa-

ria) perché una relazione rqusia precompleta € che ...
G(v) sta, pér un opportuno n, a "dominio 1imitabile
a Z‘,‘", etoé che Vp quzﬁ tale che b G(p) «—>G("q").
(In altre parole, ogni classe di equivalenza rispet-
to a ~e contiene una formula E%). Una condizione
equivalente a quest'ultima & 1l'esistenza di una for-
mula #(v) che sia un "predicato di veritd" per G(v),
nel senso che, per ogni z, b+ G(x)e—>G("H(x)') (ciog

H(z)) .

Teorema. — Condizione necessaria e sufficiénté

perché la relazione ns, sia precompleta & che esista

una funzioné totale rigorsiva f tale che pér ognit
-Gl fG(x)V) <> G(z). (In termini intuitivi: f deve
"jnvertire" G; si noti che esiste sempre una funzione
parZiale ricorsiva‘\y con tale proprietd: la possi-
bilitid di prolungare la sola <y & sufficiente per

concludere che ch & precompleta) .
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