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FORMALIZZAZIONI DEL "PRINCIPIO DI LIBERA COSTRUZIONE"

5
Marco Forti e Furio Honsell

0. Introduzione

Scdtt [ 6], Hajek [ 5], Boffa [ 1] e [ 2] ed altri hanno con-
siderato assiomi contraddicenti 1'assioma di fondazione, che
oltre ad un interesse filosofico-fondazionale hanno interes-
santi applicazioni (e.g. classificazione di formule, iso-
morfismi elementari di V, modelli naturali del A-calcolo).

Nella teoria ingenua degli insiemi si presenta naturalmen-
te un "principio di libera costfuzione" che asserisce, ip
sostanza, la possibilitd di costruire un insieme E 1 cui e-
leménti intersecano E ed il suo complementare in sottoinsie-
mi assegnati a priori (attraverso una codifica).

Nelle tradizionali assiomatizzazioni questo principio
viene fortemente limitato, in particolare assumendo 1l'as-
sioma di fondazione. Noi abbiamo formalizzato il principio

nel modo seguente [ 4]

Y : data una funzione f:A-» B esiste una funzione g:A—3=E

che rende commutativo il diagramma
B._NXN

,’jglaf

A P(a) X P(UBSA)
;g 43&&1

E_ id P(E) X P(UB~R)

\P(ﬁv v B\ﬁ‘u

Risulta che tutti gli assiomi finora considerati in

alternativa alla fondazione sono ottenibili aggiungendo
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particolari condizioni all'assioma Y . Noi abbiamo con-
siderato ([ 3] ,[4]) varie formulazioni di questo assioma,
due delle quali rappresentano le due possibili estensioni

massimali del teoremad'isomorfismo di Mcstowski.

1. Definizioni e preliminari

Si consideri una funzione f:A—sB.

Def.l Una funzione g:A—sE si dice f-induttiva (risp.
f-costruttiva ) se ¥YxeA siha
g(x) = G(f(x)an) (risp. g(x) = G(£f(x)aRd)u(£(x)>MA))

Consideriamo allora i seguenti assiomi

X (risp.Y ) : per ogni £ esisté g f-induttiva (risp.

f-costruttiva)

X1 (risp. Y1 ) : per dgni f esiste un'unica g f- indut-
tiva (risp. f-costruttiva)
Xi (risp. ‘{i ) : per ogni f iniettiva esiste g f-indut-

)

tiva ed iniettiva (risp. f-costruttiva)

si noti che Xi corrisponde all'esistenza e Y1 all'unici-
ta dell'isomorfismo di Mostowski per relazioni arbitrarie.
Def.2 CgA si dice f-transitivo se 3e&C implica f(x)aR&C
Ce¢A si dice f-saturato se f(x)aA¢C implica xeC
x6A si dice f-fondato se appartiene ad ogni f-saturato
Ovviamente se C é f-transitivo e g é f-costruttiva Ilc é
flc-costruttiva. Non € pexd necessario rafforzare gli assio-

mi enunciati con una proprieta di estendibilitd, in quanto

Lemma 1 Y é equivalente alle seguenti due asserziont:
% . .
Y. VreVo f-transitivo ogni h fi cmcostruttiva st
estende a g f-costruttiva
t . . c ..
X": se f induce l'identitd su T transitivo, allora e-

siste g f-induttiva che induce l'identitd su T.
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Lemma 2 Sia Af,l'insieme degli elementi f-fondati di A. Al-
lora esiste un'unica funzione f|, -costruttiva.

Ne segue, in particolare, che Yi é inconsistente; nelle con-
. ot . .
siderazioni seguenti verra sostitulto con Xi' che invece €

consistente e, per il Lemma 1, possiede la forza voluta.

2. I1 metodo delle relazioni f-ammissibili

Esponiamo qui una tecnica di costruzione di modelli in-
terni della teoria degli insiemi, che generalizza quello
delle permutazioni dell'universo; essa é alla base delle
prove del paragrafo successivo.

Nel seguito si consideri fissata f:A—3P(R).

Sia E(A) l'insiemé delle equivalenze su A.
Per RéE(A) sia R definita da X ﬁ‘y sse
Ys e¢f(x) 3t ef(y) sRt e Yt ef(y) ds ef(x) tRs
Def.3 R si dice f-compatibile (risp. f-comservativa,

f-ammissibile ) se R¢€R (risp. R2R, R=R ).

Lemma 3 é un operatore monotono sul reticolo completo

E(a) . Quindl le equivalenze f-ammissibili sono

un reticolo completo dotato di min = e max &

Poiché R é f-ammissibile se e solo se ogni sua restrizione
ad insiemi f-transitivi lo €, é possibile estendere defini-

zioni ed il Lemma 3 al caso in cui A sia una classe propria.

Teorema 1 Se E é un'equivalenza f-ammissibile esiste una

wnica £ t. e. 11 diagramma

A...f._.,.'P(A)
p¢ _ P (ove p:A—aii—'-A/. g 1'ap-
A—E—P(R) Lo B
plicazione canonica)

commiti. Inoltre f 8 iniettiva.

Teorema 2 Se f é surgettiva st ottiene un modello A di
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ABC ponendo: Classi = sottoinsiemi di A
A : Insiemi = elementi di A
Xxey sse yeiedxéf@ﬁcmmmoy#ﬁ , YEA , x€y .

Teorema 3 Ogni funzione f—ihduttiva induce wn'equivalenza
f-ammissibile. Viceversa vale
X1 sse l'unica relazione f-ammissibile indotta & ?
Xi sse ogni relazione f-ammissibile é indotta;

X sse zf é indotta.

3. Il teorema principale

Ponendoci nella teoria di GSdel-Bernays é possibile for-
mulare gli assiomi precedenti per classi: ¢i riferiremo a
tali generalizzazioni sovrapponendo una barra al-nome del
corrigpondente assioma.

I principali risultati di [3] e f4] sono riassunti nel
teorema seguente ove con ABC si indicénq i gruppi di as-
siomi della teoria di Gédél—Bernays (cfr.[2]) e N & 1'as-

sioma di ven Neumann V::Ord

.

TEOREMA In ABCN valgono le zmplzcazaonz del seguente

diagramma

= v Vé=-s t

(e I st

N A A AN

XY, X—3>X & Xe— 3%
R

Nessuna freccia st pud invertire e solo le compo-
stztont si possono aggiungere: in particolare tut-=
tl gli assiomi sono comsistenti relativamente ad

RBCN. Le frecce a tratto intero valgono gid in ABC.
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Nota : Dalla dimostrazione segue che restringendosi al

linguaggio di ZF si ottengono teorie che sono

tutte estensioni essenziali 1l'una dell'altra.
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