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RICORSIVITA' E CONTINUITA': UN'INTRODUZIONE

G.LONGO (PIsSA)

Questa brevissima esposizione & intesa ad accennare al ruo-

1o avuto, nello sviluppo della ricorsivita nei tipi, di proprie-

ta topologiche e d'ordine. Una impdstazione semplice ed elegante,
sia pur non del tutto generale, di tale settore della teoria del-
la ricorsivita, & dovuta a Scott. L'approccic di Scott "sinte-
tizza" le idee di Ershov(}) ed Hyland [19791, pure ispirate a la-
vori di Scott del 69-70 (v.Scott [19721).

Credo che si debba far risalire la p%ima utilizzazione di
proprietd topologiche in teoria della ricorsivita all'ormai clas-
sico lavoro di Myhill e Shepherdson nel primo volume di Zeit.
Math.Logik (1955). In effetti la topologia, implicita nel loro

risultato, & stata definita solo successivamente (v.Nerode [1957]
0, con pit generalitda, Scott [1972], Gierz et al.[1827]).

0 Def (TS) Sia (P,<) un ordine parziale completo (o.p.c.) . AcP
& aperto (di Scott) se: ‘

1) XeA e x<y => yeA

¢z) Sé BcP & una catena e sup BeA, BnA#D.
Dati PO e P1 0.p.c., si ordinino per punti POXP} e C(PO,P])z
={f:P0 - P]/f continua} e si dia loro la topologia di Scott

(ver raffronti con le topologie prodotto, v. i lavori citati o
Longo [1979] e Bosisio [19821]). ’

Una base per TS su Pw, le parti dei naturali, & data dalla
collezione degli {BePw/A<B}, A finito, pid il vuoto.

(1) - Per un'introduzione ai lavori di Ershov e per raffronti

con altri approcci, si veda Longo [1979]. Le nozioni di
Scott sono in un recente dattiloscritto.


Rossella
vol1
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Sia { Yq}iem =0%Q una godelizzazione delle funzioni ricorsive
parziali, allora f:w - w & estensionale se §<pi= qﬁ ::>7%(i):
= ??(j))' Si osservi che, data <,>:w” - w biunivoca, ogni

f:w » w (parziale) pud essere considerata un elemento di Puw.

1 Teor (M-S,=>) Se f & una funzione ricorsiva totale estensio-

nale, allora @(cpi)= ??(i) @ continuo (rispetto la topologia
indotta su (PR<Pu).

Trovo questa prima correlazione, fra ricorsivitd e continui-
ta, sorprendente. Vale anche un viceversa (ristretto;v.poi per
1a nozione di funzionale ricorsivo o, pid in dettaglio, Rogers
[1967]). Da M-S segue 1'esistenza non solo di punti fissi (ri-
corsione, Kleene), ma anche di minimi punti fissi.

hanno

Proprietd topologicnevgquindi, avuto un ruolo sin dall'ini-
zio in ricorsivita nei .ipi : in particolare dianno caratteriz-
zazioni per oggetti di tipo 2 (i funzionali ricorsivi)(}). Non
solo, ma, per rimanere al Tivello di trasformazioni di funzioni
in funzioni, possono essere utilizzate anche per studiare la ri-
corsivita relativa (v.Barendregt-Longo [19811).

Evidentemente, quando si parla di “continuita", si pensa
subito alla nozione di "approssimazione", di intorno... E' da
qui che prende spunto Scott.

2 Def Sia A un insieme non vuoto. DsPA 2 un sistema di intorni
se . 1) A<D
2) X,Y,ZeD e ZeXnY => XnYeD.

(1) - Per una bibliografia di ricorsivitd nei tipi supéfiori e
‘ delle sue applicazioni fondazionali, si veda Longo [1979]
(lavori di Kleene, Kreisel, Gddel, Gandy, Troelstra....).
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Sia |D| la collezione dei filtri (non banali) di D. Chiame-
remo |D| un dominio. (|D]|,c) & un ordifie parziale completo. Se
XeD, 4Xe|Dl & i1 filtro principale di D generaio da X. I filtri
% svolgono in [Dl i1 ruolo degli insiemi finiti in Pw. Infatti
per de D~5d=L§ﬁX/¢X£q},esattamente come ogni BePw & approssimato
dalle sue parti finite. Come in o(-ricorsivitd la nozione di «-fi-
nitezza & chiave,cosi in ricorsivitd nei tipi & basilare la gene-
ralizzazione,in ogni tipo, della nozione di oggetto finito.

Dati AO’Aj"" si;no‘Do,D ...sistemi di intorni_su Aj.A,....

3 Def fEDOXD1 & una relazione approssimabile se

1) AgfA,

2) XfY e XfY' = Xf(YnY')
3) XfY e X'eX e Yev' => X'fY’

(si noti {1 verso di “<" in 3 e si “pensi" ad f come funzione
di dominio X e target Y). ”

Poniamo Ao]z{ngOxD]/f é approssimabi]e} e C(lDO!,lD]l)z
={g:tDOI - ID]|/9 é continua}l. '

Data feAO], sia %:IDOI - !D]I definita da f(d)={Y/ 3Xed XfY}:
per delDol, %(d) g in effetti un filtro. ;
Y v
Data‘geC(lDOl,lD]{), sia ggDoxD] tale che XgY sse Yeg{tX).
Vale allora:

4 Lemma  “: Ay, > C([DOI,ID}]) & una corrispondenza biunivoca
con inversa v,

11 teor.7 dimostrera che anche C(IDOIle1I) & un dominio
(su un opportuno sistema di intorni).

5 Def (DO > D])gPAO]Vé la collezione delle intersezioni finite
di parti di Agy del tipo [X,Y]={feA0]/XfY}.
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Va da sé che (D0 +-D}) € un'sistema di ihtorni.
Data féAd], sia de={Ee(D, ~ D,)/feE}. Viceversa, se

del(Dg + Dy)I, sia f; definita da XfyY sse [X,YJed. Di certo

deel(Dy ~ Dy)l e fyehy,.

6 Lemma f!—-df da Agy in 1(DO - D])I & una corrispondenza biuni-
voca con inversa dr—-fd.

7 Teor C(IDy1,1Dy1) e 1(Dy + D) | sono isomorfi (come ordini
parziali completi, con TS).
Dim % — f < d; & tale che f<g sse dged, . -
E' facile dimostrare che anche lDoixID]I € un dominio. In

effetti la categoria dei domini & Cartesiana Chiusa ed & una sot-
tocategoria della categoria degli ordini parziali completi.

" Si osservi che in un dominio (|D]|,c) 1'ordine parziale non
é definito assiomaticamente (cf.Ershov), ma & la vecchia buona
inclusione insiemistica, con iutte le sue proprietd. E questo
é molto Lello.

Ricorsivita

C'& un'introduzione ed un metodo comune nei diversi approc-
ci alla ricorsivita nei tipi che fan uso di proprietd “opologi-
che (e.a. Kreisel, Ershov, Hytand...). Si tratta di una tecnica
non infrequente in matematica: conoscendo la ricorsivitd su w,
funzioni ed insiemi ricorsivi, grazie a proprieté locali (di
approssimazione, intorni...) si definisce la ricorsivita in spa-
zi astratti. Sperando che i1 parallelo non sembri troppo audace,
si potrebbe dire che qualcosa di analogo accade nello studio del-
Te varietd differenziabili. Nota ]Q,diffgrenziabiTita in R", con
mappe, carte locali si definisce'TQf
- pil generali.

ferenziabilita in spazi
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Sia D0 un sistema di intorni numerabile ‘ed enumerato).
8 Def D0 e effettivo se
_ . s ivo in n, m, k
1) XnnXm Xy & ricorsivo in n

2) 3i xigxnnxm & ricorsivo in n, m.
9 Def delD,l & calcolabile se {n/+X cd}={n/X ed} & ricorsivamen-

te enumerabile (r.e.). (Scriveremo dngOIC).

D

Quindi d & calcolabile se la famiglia degli intorni che ap-
prossimano d, i.e. {n/dc+(+xn)}, é‘r.e.f

10 Def Siare D, effettivi. Allora feAy; & calcolabile se
{<n,m>/anYm } e r.e.. ‘

In virtd del lemma 4, diremo %eC(IDOI,}D]I) calcolabile se
lo e féAO] (scriveremo fsC(lDol,lD]l)C)—

Ora, la categoria dei domini effettivi & Cartesiana Chiusa.
Quindi la nozione di oggetto calcolabile si propaga nei tipi. E
coerentemente:

11 Teor del(Dy ~ D)1, sse fyehy, @ calcolabile (i.e.sse
FaeClIDg 11031 )

Un oggetto "funzionale", dunque, & calcolabile, come elemen-
to de1 proprid dominio, sse lo e come funzioneé (relazione ap-
prossimabile).

La seguente estensione del teorema 1 (M-S), basata su una
jdea di Ershov, & di Henk Barendregt e di chi scrive, in una

lettera a Scott.

12 Lemma  Sia %eC(IDOl,lD]I)C. Alora range(fNDyI )< iDyl -
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E' facile enumerare !le? se D & enumerato (i1 principal

computable numbering di Ershov). Siano v e y enumerazioni di IDOI
c

e {lec.

13 Teor (M-S, per domini) feC(IDO!,ID]I)C sse esiste ¢ ricor-
siva. totale (estensionale in v e u) tale che f(v(i))=u(%{(i)).
(La dimostrazione si basa su di un risultato in Giannini,
Longo [19803]).

Torniamo ora ad M-S classico. Come invertire 1'implicazio-
ne? Pw non & un dominio (semmai lo & [Pwl..), quindi i1 teor.]
non € un'istanza def teor.13.

Bene, per dimostrare i1 "viceversa" di M-S occorre e basta
costruire un modello del r-calcolo su Puw. f

Un A-modello (v.Hindley, Longo [19801) & innanzitutto una

struttura moltiplicativa (L,-). "-" interpreta 1'applicazione
formale del A-calcolo.

14 Def Sia {E },c, Una enumerazione delle parti finite di w. Si
- definisca "+": Pu” + Pw con

A<B = {m/ 3EngB <n,m>eA}.

Per interpretare 1'operatore di astrazione Ax.... in L, &
necessario immergere uno spazio "sufficientemente ricco" di
funzioni (v.Meyer [19811), di L in L, in'L stesso. Ovvero far
“collapsare" 1 tipi, ad un qualche livello. E quesfo correla le
strutture di tipi con i1 r-calcolo, che & eminentemente type-free.

15 Teor (Scott) Esiste A:C(Pw,Pw) » Pu t.c.:
1) A(¢)-B=e(B)

2) Se W€C(Pw2,Pw), la funzione é(B)al(W(—,B)) é fn

"C(Pw,Puw).
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Dim l(¢)={<n,m>/m£®(En)}. S : K

16 Def 2eC(Pw,Pw) & un funzionale parziale ricorsivo se A(¢)

e r.e..

17 Teor (M-S, <=) Se ? & un funzionale (parziale) ricorsivo,
aliora esiste f ricorsiva (parziale) estensionale t.c. o ?H):

Pr iy

Fissata la struttura moltiplicativa (L,+), se (L,-,1) & un
A-modello, diremo che (L,*,1) & una A—espahsiohe (di (L,-)).

Si osservi che, per il teor.15.(1), X & iniettiva: ) sce-
glie, per ogni ¢, un "réppresentante" di ¢ in Po. X & ben lungi
dall'esser suriettiva. Eppure proprieta di continuita di A dan-

no il seguente risultato

18 Teor (K.Bruce, G.Longo [1982]) Esiste un‘unica A-espansione
di (Pu,-). |

Negli altri modelli di Scott, che sono estensionali (ogni
¢ ha un unico "rappresentante"), questa unicita & banale. Con-
cludiamo con un excursus che, fra 1'altro, risponde ad una do-
manda naturale.

11 A-calcolo non & éomp1eto.e non ha modelli finiti. I1 teo-
rema di Kos-Vaught assicura che in ogni cardinalita ammette mo-
del1i non elementarmente equiéalenti. Vale in effetti i1 seguen-
te rafforzamento (alcune f.b.f. sono equazioni):

19 Teor (Longo [19821) Per ngﬁﬁ cardinale a, esiste (L,-), di
cardinalita a, che ammette A-espansioni non equazionalmente
equivalenti.
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. I mode]]i non elementarmente equivalenti si possono, cioé,
dare sulla stessa struttura moltiplicativa (che ammette quindi
x-espan-sioni diverse),

D'altra parte:

ZO Teor (Longo [19821) Per ogni cardinale a, esiste (L,+) non
estensionale, di cardinalitd a, con un'unica x-espansione.

In quest'ultimo risultato le proprietd di continuitd gio-
cano un ruolo essenziale.
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