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Presenteremo un modello di realizzabilitd per la teoria in- -

tuizionista IZF degli insiemi e proveremo che in esso la clas-

se degli ordinali tricotomici & un insieme. Lo studio, suggeri-

to dal Prof. D.S.Scott, & stato compiuto da D.C. McCarty e dal-

l'autore a Oxford nell'a.a. 1980-81.

1. ‘Il modello. E' essenzialmente quello studiato da Scedrov
in [ﬁ:} ma & costruito in modo tale che la relazione naturale
di appartenenza risulti estensionale. Ci siamo val;i per que-
sto delle idee esposte 111[?:}ed [ﬁ:}

Sia N l'insieme dei numeri naturali; se n € in N, D ed n,

ecc. indicheranno le proizioni canoniche ed éng la funzione
‘ricorsiva parziale codificata da n. Prima di definire il model-
lo R, ricordiamo con quali clausole si estende la realizzabili-
td alle formule non atomiche. Siano A e B formule e sia a una
stringa di elementi di R. Si dird che un numero naturale rea-
lizza una formula composta come segue:
nrAAq:qj sse n rﬁ;ql & n rd;q]
nrAvia‘] sse ng =0 >n rAEaJ & n #O 2n r'BLa]
nrA~+é~qj sse VmGN[ﬁrA£@] ?n%(m)&&?n}(m)rE[g]:]
nrwA[a:]sse VmeN. mﬁA[q],
n_r;VxALaJ sse VbeR. nzALa_l [_b/ x];
nzixd}{]sse IbeR. nrM}i}[ﬁ/x}

Notazione. Per X,YE N, neéN, scriveremo ATB a significare che

X‘Efng (Y) ed YE9n § (X).

Definizione. Il modello R'éflé classe di tutte le funzioni
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parziali-a:R%¥P, N nelle parti non vuote di N tali che
(i) Vb,éeR YmeN [m£b=c > [_bedom a <> cedom a]j;
(ii) TteN Vb,ceR VmeN [ mrb=c -Etg(m)&& a(b)&—}g—n—)— (c)]'
dove mrb=c sta per mr¥x [?eb+—¢xedj ed nrdeb sta per dedom b

&neb(d)avd'e R kel [krd=d' » Jn (K)4e b(diﬁm(lb(d’)]

Ovviamente la definizione & viziosa, ma lasciamo il compi~
to di precisare i dettagli della corretta definizione cumula-
tiva a chi & interessato.

Le due clausole per formule atomiche scritte pil sopra com-
pletano la definizione di realizzaziohé del linguaggio del pri-
mo ordine con simboli €, =. Si dice che un enunciato A 3 rea-

lizzato nel modello R se esiste un numero naturale che lo rea-

lizza e scriveremo R k A.

kS

Teorema. Tutti gli assiomi -di IZF sono realizzati in R:
quelli comprendendo assiomi logici per un calcolo intuizioni-
sta e gli assiomi di estensionalita, separazione; coppia, u-
nione, potenza, infinito, € -induzione e collezione.

Per la dimostrzione avvisiamo soltanto il lettobe che 1'u-
nica difficoltd sorge quando si de#e realizzare 1'assima di

€-induzione.

Notiamo che i numeri naturali di R sono definiti come:
Q & la funzione vuota; n t1(c)=ImeN:mre= Ov...vc-q} E' facile
provare che, se krn-m, allora n=m. Inoltre 1'"insieme di tut-

ti i naturali" & @ definito da w(c)= an,m).mgp—gﬁ.

2.La realizzabilitd trasferita nel modello. Si supponga da-

to un elemento adiR. Si pud definire una relazione in R da a
in ovunque definita su a che correla un elemento di a ed un

numero che realizza la sua -appartenenza ad a. Pid pre01samente
2
sia F:R"—#P,N definita da

F(b,c)= §<n k,m>:EdeR [prdea&krd b&mrc= d]}

, Si prova che F & un insieme e definisce un elemento di R tale
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che ercaxcpAVXeaﬁiy <x,y>éF, per un opportuno s in N che
non dipende da a(ci scusiamo con il lettore se, per mancanza
di spazio, tralasciamo la prova della affermazione precedente
che pure & essenziale per quanto segue; speriamo che lo trovi
un interessante esercizio). Da questo si ottiene che esiste f
in R tale che trf:a—P,w per un opportuno t che non dipen-

de da a, dove B,w & 1l'insieme in R-delle parti abitate di w .

3. Gli ordinali tricotomici in R. Prima un po' di nomen-

clatura:Trans(x) sta per VyexVzey.zex; Ord(x) sta per Trans(xh
A¥yex.Trans(x); Tri(x) sta per Ord(x)AVy,Zex[;yesz=zvzej].
Si vuole provare che
R E ¥x [Tri(x)=+ T £ [ f:x—B,wA Vy,zex Eﬂlw.wef(y)nf(z)éry:z]:ﬁ.
Sia dunque a in R e si prenda f come definita al §2. si deve
trovare un numero p in N che non dipenda da a tale che
VmeN [pz?ri(a)i>5p§(m)&&§p§(m)gﬁy,z[yeaAz€aKﬁwﬂdef(y)nf(z)~+
C—ry=z | ].
si supponga che mrTri(a). Allora
¥b,ceéR VieN [ irbeancea = 2m§(i)&&§m}(i)o=0 :ﬁn@(i)lgbec
Img (1) =1 *§mf (1) rb=c
3nf(1) _#0,19jmf (i) reeb].
Si supponga inoltre che nrb a e krc a ed esistad in R tale
che«f,j>rdef(b)nf(c). Dalla definizione di £, si pud suppor-
re che «<4,3rF(b,d)aF(c¢,d). Dunque ci sono b' e ¢' in R tali
che logb'ea&ilgb’zb&12£d=ip&jogp'ea&jlgp'=c&j2£§=29.
Allora nb:jo' Del resto, deve essere §m§(<1b,lgﬂo=l, percid
§mZ(<2b,jo>)o=l. Dunque éq§(<g ,§m§(<1b,jo>)l,jl>)gb=c, dove
q realizza ¥x,y,Z,w [y=XAy=ZAz=w - x:ﬁ] Si definisca p con

UplmFen k, &L, 3>2)=ad k) §mg(<9. 23570 103,7)
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