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TEORIA DEI MODELLI
PER UNA CLASSE DI ANELLI DIFFERENZIATT

Carlo Toffalori (Firenze)

Nel seguito, si intende per anello un anello con

mutativo unitario. Sia;TD la teoria degli anelli

differenziali R tali che:

1. per ogni réeR, r2==0 oppure r & invertibile;
2. (rad R)2 = (0):

3. esiste un endomorfismo differenziale idempoten
te £ di R tale che il nucleo di f coincide con

rad R.

Un linguaggio del 19 ordine per la teoria TD e

L=(+y, ¢y -,D, f,0,1) (D & il simbolo funzionale

corrispondente alla derivazione in R). Si ha:

4. £f(R) & un campo differenziale, e car R= -

= car f(R);

5. R & un anello locale; il suo ideale massimale

My coincide con rad R ed & un ideale differenzia

le, cosl che il campo residuo R/Mﬁ ¢ un campo dif

ferenziale isomorfo a f(R).

Intuitivamente, se RE T., R ha uno scheletro f(R)

D‘)
di campo differenziale; se ke f(R), k & circonda
to da una corona k-+MR di elementi che si possono
supporre infinitamente vicini a k, rispetto. alla

idea ingenua degli infinitesimi come elementi»délﬂ
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prodotto trascurabile (Lawvere).
Si intendono esporre le proprietd di teoria dei

modelli per TD. I1 collegamento, evidente, & con

i concetti di campo differenziale, campo differen

zialmente chiuso, chiusure differenziale di un

campo differenziale (A.Robinson, L.Blum, C.%Wood).
Si noti che, se R |= TD, f(R) & un campo differen
zlale, Il & uno spazio vettoriale su f{R) (ed an.
R & D(a)eMR,
percid, se B = ialﬂxxé una bass di MR su f(R), al

1ora,.per ogni V<&  si ha

D(ay,) = Z t

zi & un'algebra banale). Se poi a€ll

e B
con tuuéf(R) Opportunl, tvﬁz 0 g.o. >, Insiemi
sticamente, R si pud dunque ritenere come -il pro

dotto cartesiano f(R)X sul quale +, ¢, -, 0, 1,

Lvl

q b
f, D sono definiti in modo opportuno (D & partire
dalla derivazione di f(R) e, rispetto alla base B

di My, dall'insienme {‘tv"‘: v, b <oc)).

Sia E(TD) la classe delle strutture esistenzial-

mente chiuse di TD.

Lemma - Sia BéE(TD). Alloras

(1) £(R) & wn campo differenzialmente chiuso;

(2) Mz # (0);

(3) 1la dimensione di MR su f(R) & 1, e MR & gene-
rato su f(R) da una costante (cio2 da un elemento

a tale che D(a) = 0).
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Sie TD la teoria degli anelli Rh:TD tali che T(R)
¢ un campo differenzislmente chiuso, e MR ha dimen
sione 1 su f(R); per T::Tg, TD, siano poi T(O0),
T(p) (per p primo) le teorie dei modelli di T aven
ti caratteristica O o p.

m

Teorema 1 - (1) T;(O) & il model-companion di LD(O)

ma non il suo model-completamento;

(2) T;{O) non ha 1l'eliminazione dei gquantificatori
in LD (in particolare, esiste R k T (0) privo di u
na “"chiuvsura differenziale" in T*(O)),

(3) 1 *(0) ¢ w-stabile.

Se la caratteristica e priva p, in analogia 2l ca
so dei campi definiamo anzitutto un znello Rk:TD(p)
differenzialmemte perfetto se il campo f(R) & dif
ferenzizlmente perfetto. Sia Tﬁ(P) la teoria degli

T (p)

}anelli’RF:TD(p)\differenzialmente perfetti, T}

(si Tud rappresentere in L. o in L'=:QDU{€L doveﬁ

D D
¢ un simbolo funzicnale unario cosl definito: se

RE Tﬁ(P) e reR, Q(r)eiF(R) e, se D(f(r)) =0,
(Q(r))pzzf(r) mentre,; se D(f(r))#0, Q(r) =

Teorema 2 - (1) Tg(p) & il model-companion di T, (p)
e di Tﬁ(P)’ ma non & il model-completemento nd di
Tp(p) né ai Ty(p); |

(2) TD(p) non ha l'eliminazione dei quantificatori

D
, O R
privo di "chiusure differenzisle" in TD(p),

né inlt)né in L! (in particolzre esiste R E Tﬁ(p)

(3) Tg(p) ¢ stabile, ma non superstebile.-



