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V.Michele 5PRUSCI ( Ist. di Filosofisyil)

La.ﬂ; -logica (detta snche P - logica) & un
campo d'indagine avviato recentemente da Je=Y.GI~
RARD C11.

Gli oggetti tipici della T\1 - logica sono di
complessita rg . Ad esempio: iz"allatori", ovVvero

i funtori da ON ( categoria degli ordineli, dove 1
morfismi da un ordinale x a un ordinale y sono le
:funzioni strettamente crescenti da x 2 y, ) (x,¥7) )

a ON che commutano ai limiti dlrattl e ai pull-backs.
Mentre la logica usuale (? ) considzra imostra-
zioni finite" e la w - logica (t} -logica) "y -dimo-
kstra21on1$, nella B-logica (N, —logloa) si conside—
rano "B—dimostrazlonl" e si mirz a caratterizzare
gintatticamente il concetto di "yerita in tutti 1
p-modelli"( modelli in cui gli ordinali vengono in-
yterpretati sucli ordinali), problema sollevato da
MOSTOWSKI [27.

I dilatori, oggetti privilegiati della ﬂ1—lo—
gica, sono (rozzamente parlando)quasi ordlnall"
Girard dlmostra un "vrincivio di induzione suil dila-
tori" e mostra che, dato un dilatore 7, la classe
(propria) dei suoi 'predecessori' (opportunamente de-
Piniti) & bene ordinata e ha tipo d'ordine F(Q1).
Poiché a ciascun ordinale x corrisponde un dilatore
x (x(y)=x per ogni ¥, §(f)=EX ver ogni ), ed essen-
do Td il dilatore t.c. Id(x)=x e Id(f)=f, con questa
immagine ci si pud render conto di come "comincilano

‘ad endare avanti'i dilatori:
9""’%”"’%"“& IC‘L’ 1d+1"‘0
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I dilatori nossono essere rlt@nutl "qﬁ—ordln371"

e con essi pud essere cor Dluto una anealigi nﬁ~0“61—

A

0 °

nale delle teorie ( cosi come si fa un'anal¢u1 or-
dinale di esse 2l1lla Schlitte).

Girerd ha nosto l'attenzione mulla striétta con-
nessione trs ia nozione di diletore e cuella di s
stema di notazione ordinsle”. lemplici e t
1i sistemi sono: quello ver cui'ogni ordinale z¢l0
(x qualungue) riceve uns notszione della forna
per qualche n, dove U < ...<U

Tneq
; . . . 2
<X e mi<10;o guello per cul ogni ordinale z< x (x

u‘ ~
10 (‘-‘\.l“in_*ﬁv. o +1uw?mo

gualungue) riceve una notagione dells Forma xz.u+t
dove u,t< x. )

Per Girard ogni noteszione ordinale pud essere
espressa come (c;xO,...,xO %) vper New) ;X oo o<
< x eL) dove ¢ ("configurazione!" & ci?d che si Otblu*
ne dalla notazione astraendo ds Xpee s
metri") e da x( che io chiamo''peso'")., Per Girard um

("paraf

sistema ) di notazione ordinale deve soddisfare a
queste condizioni: ogni ordinsle ha nel sistema al
massimo una notazione di peso x, rimpiazzendo opppr-
tunamente parametri e peso in una notazione di ® si
ottiene ancora una notazione di ), l'ordine tra due
notazioni con veso x & determinato esclusivamente
dalla relazione d'ordine tra i loro parametri.
Girard dimostra un "teorema di forma normalel
per 1 dilatori:
Se ¥ & un’'dilatore, asllora Yxe(VYze(z)Inewd!!f
e Nn,x) Bllzoe F(n) tale che #(Ff )(z =7 .
Con questo teorema egli ricava che ocni dilatore in-
duce un sistema di notazione ordinale, ed afferma

-

poi (dando rapidl cenni) che og gni sistema di nota-
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concetto di 'sistema Ai not

3

&
ficiente a dimostraere pienamente questa ‘copg
i

')

n

di Girard', e che inoltre si nud reiforzare
rema delle corrispondenze tra 'dilatori'le 'sis

di notazione ordinele!.

(D

Dopo aver apportato slcune modifiche e

;.J.
(D
[

integrazioni 2l concetto di 'motazione or

2
1

alc
nal
3]

unto due =2ltre condizioni a quell

(o8

]

abbiamo eggiun iG
rard perché una classéDdl notazioni ordizsli sia un
sistema di notazioni ordinali: la classe dezli or-
dinali denotati nel sistema () con peso x ( brevemen-—
te HD ‘ ) & un ordinale; se x¢ y ellors ]@&ie\@)yl.
ﬁbbla”O pol dimostrato, precisando idee que e 1a
presenti in CGirard, slcuni lemmi intorno ai sistemi
di notazione ordinale.

Introdotte due onerazioni (che chiamiamo "fon-
damentali ) § e A , abbiamo dimostrato il seguent
teorema "fondamentale': ' |
n_ %e @ & un dilatore, allora A7 & un sistens di

notazione ordindles;

- 3¢ O & un sistema di notazione ordinale, allora

.= g6 T & un dilatore, allora T=F A3
- se ©® & un sistema di notazione ordinale, allora

—
O AT .v
permesco di sta-

bilire condizioni sufficienti ora snche necegssa-
z

r.l

ta
rie e sufficienti) perchdsune notazione ordinale o
1t

3 3 32 A ')7
un sistema © siz minore di un'sltre notrzione ard:

nale dello stesso sistema Q.
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Ricordando che os gni configcurazione di un siste-

A

ma di notazione ordinale & ra aporesentabile come ung
coppnia <z 50> dove zZg é 175rdinale denotato dalla
minima notazione avente quella configurazione e n'é
la lunghezza della configurazione, possiamo descri-
vere brevernente le overazioni Ae 3 (e CIRARD).

Dato un funtore 7, N & la classe delle nota-
zioni ordinali (z 0F Ky ee s X, 1,x), dove né&l, X¢L,
xo(...d}:n_1<:<:, Z, €T F(n) symyn3d g(ze Ymyn) e Zg
& rg(?(g)}), e dove l'ordinale denotato da una teo-
le notazione & F(f)(zo) per fe¢ ) (m,x) t.c.Vien”f(i)x
Xs 0

Data una classe () di notazioni ordinali,
BQ(x) = l@xl_per,oﬁni‘ordinale X, € se £exy)
K@Hﬁw&&%”.qx _3E))= Ufesf(x %~;ﬁ@%q)W)
(Con alcune impo®tanti precisazioni , perché irr ge-
nerale INL) non & ovungue.’definita).
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