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LA COMPLESSITA' DELLE DIMOSTRAZIONI
NELLA LOGICA DEI PREDICATI DEL PRIMO ORDINE

Carlo Celiucci

SOMMARIO: In gquesta nota si presentano alcune
estensioni dei risultati di Statman [41 . Le
estensioni riguardano l'uso delle dimostrazio-
ni normali nel senso di Prawitz [3] invece del-
le dimostrazioni debolmente normali (cioe nor-
mali nel senso di Prawitz [27] ), e la tratta-
zione diretta della logica dei predicati, inve-
ce della logica dei predicati con l'eguaglianza
pitt la sua immagine proposizionale.

I1 sistema di deduzione naturale per la logica
dei predicati del primo ordine & formulato come in
[1] tranne che: a) si ammettono come costanti logi-
che solo L, — , V¥ ; b) si eliminano le regole
(AI), (AE.) e nella regola (.l) si ammettono come
conclusioni formule gualsiasi A # L e non solo for-
mule atomiche P.

La lunghezza di una formula A, 1lg(A), & il nume-
ro delle (pseudo-)formule atomiche e delle costan-
ti logiche di A. ‘

La lunghezza di una dimostrazione ® , 1lg(D), &
il numero delle inferenze di¥), tranne le inferenze
di D con numero di premesse nullo (cioé ottenute
applicando (Ass)).

Le deviazioni di una dimostrazione @ sono: a) le
successioni formate da un'inferenza ottenuta appli-
cando una I-regola e da un'inferenza ottenuta ap-
plicando una E-regola, dove la conclusione della
prima & la premessa maggiore della seconda; b) le
inferenze ottenute applicando (L) la cui conclu-
sione & una formula non atomica. Le déeviazioni del-
la forma a) si dicono proprie, quelle della forma
b) si dicono improprie. Una dimostrazione normale
& una dimostrazione priva di deviazioni.

Le regole di conversione proprie sono —»-convn
e Y-convn, le regole di conversione improprie sono

| —-convn e |YVY-convn, definite come in [43 5.1.7.
Si dice che una dimostrazione 9 si converte in una
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dimostrazione &' con una successione di conversio-
ni proprie di lunghezza n se esiste una successio-
ne di dimostrazioni %1,...,9311 tale che ‘?D1 =9,
D, =D' e per ogni i, 1<i<n, Dy,
€3i con un'unica applicaiione di una regola di con-

versione propria. Analogamente nel caso delle con-
versioni improprie.

si ottiene da

TEOREMA 1. Per ogni dimostrazione €D e per ogni m
tale che, per ogni conclusione A di inferenza otte-
nuta applicando (L), lg(A)<m, esiste una dimostra-
zione €)' priva di deviazioni improprie tale che
1g@") < (6. (m=1)+1) -1g(D) e D > €)' con una succes-
sione di conversioni improprie di lunghezza
< (m-1)-1g(hH) .

TEOREMA 2. Per ogni dimostrazione§) priva di de-
viazioni improprie esiste una dimostrazione normale

@' tale che lg(') < Zégigb(%)) eDzed' con una

successione di conversioni proprie di lunghezza

< 2-19(%3)-2%?{3%é3) (do;i 2§ ¢ la funzione defi-
~nita da: 2O = k, 2n+1 = 2"n ).

I1 teorema 2 fa nascere il problema se esistano
limiti sulla lunghezza di €)' e della successione di
conversioni che termina con %)' essenzialmente mi-
gliori di quelli dati dal teorema, cioé limiti po-
linomiali invece che esponenziali. Una risposta ne-
gativa e fornita dal seguente risultato.

TEOREMA 3. Non esiste alcun polinomio p(n) tale
che, per ogni formula senza quantificatori A e ogni
dimostrazione priva di classi di assunzioni non sca-

ricatqu con 1g(9 )< n, esiste una dimostrazione
normale priva di classi di assunzioni non scaricate

a' ta’le ‘cheA'lg(ﬁD')ggi(n) e @3?%‘ )

Un ulteriore problema sollevato dai teoremi 1 e 2
presi insieme & che essi non permettono un confron-
to tra la lunghezza di una dimostrazione @ , da un
lato, e la lunghezza della dimostrazione normale §)'
in cui € si converte e la lunghezza della successio-
ne di conversioni che termina con €O', dall'altro,
poiché tali lunghezze dipendono dal numero dei sim-
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boli di &) (specificamente, dalla lunghezza delle
conclusioni di inferenze ottenute applicando (1)
in €)), oltre che dalla lunghezza di¢) . Questa
difficolta pud essere risolta considerando una no-
zione di dimostrazione normale piu debole.

Le deviazioni deboli di una dimostrazione €) so-
no le deviazioni della forma a) gia considerata, e
b) le successioni formate da un'inferenza ottenu-
ta applicando (1) e da un'inferenza ottenuta ap-
plicando una E-regola, dove la conclusione della
prima & la premessa maggiore della seconda. Le de-

viazioni della forma a) si dicono deboli proprie,

quelle della forma b) si dicono deboli imprqprie.
Una dimostrazione debolmente normale e una dimo-
strazione priva di deviazioni deboli.

Le dimostrazioni debolmente normali conservano
le principali proprieta delle dimostrazioni norma-
1i (forma dei cammini, proprieta della sottoformu-
la), ma non la proprieta che 1l'ultima inferenza di
una dimostrazione normale priva di classi di as-
sunzioni non scaricate si ottiene applicando una
I-regola (v. [1] , corollario 1.7.8).

TEOREMA 4. Per ogni dimostrazione ) esistono di-
mostrazioni %)1 e ﬂ)z tali che:
(i) %)1 non contiene deviazioni deboli improprie;
(i1) 1g(D,) < (6-(37-1)+1) -1g (D) dove
n = 23'lg(®)+1;
(iidi) ﬂ);;ﬂ)1 con una successione di conversioni
improprie di lunghezza f;(Bn-T)-lg(ﬂ)) dove
= 23'lg(®)+1.

(iv) ﬂ)z & debolmente normale;

19(%D )
(v) 1lg( )< 2 1 ;
(vi) %}1;3 ﬁ)z con una successione di conversioni

lg(%1)

proprie di lunghezza f;zklg(ﬂ)1)'22-lgi D 1).
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