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ENRICO MARTINO

Semantica intuizionista naturale
e semantica di Beth generalizzata

Le semantiche di Beth e di Kripke per IPC (calcolo dei pre
dicati intuizionista) sono state generalizzate da Veldman e
de Swart in modo da ottenere prove di completezza puramente
intuizioniste [2]{}] . La ricerca oggetto della presente co-
municazione mira a stabilire un collegamento tra la nozione
di veritd in un modello di Beth generalizzato (GB-modello) e
la nozione intuitiva di veritd secondo il significato intui-
zionisticamente inteso dei simboli logici, Ne risulta che
“yero in un GB-modello" sipgnifica "intuitivamente vero sotto
certe ipotesi" in una conveniente accezione di tale locuzione,

1. Includiamo .L (assurdo) tra i simboli predicativi di IPC
e definiamo la nepazione ponendo -1A=A-»)L, Tutta 1l'esposizione:
va intesa in una metamatematica intuizionista,
Un GB-modello M={T,D,$> consiste di uno spiegamento T (albero
a cammini infiniti), di una specie D## e di una relazione bi
naria § tra nodi di T (che indicheremo con 3, 7, ...) e for-
mule atomiche chiuse del linpuaggio di IPC accresciuto di co
stanti individuali per gli elementi di D. Diremo che M esplo-
de se esiste un ¥ tale che ¢(¥,1). La § si estende alla re
lazione di forcing YA tra nodi e formule chiuse mediante la
seguente definizione induttiva:

i) per P atowmica, UwP se, e solo se, esiste uno sbarramento
B di § tale che, per ogni ¥e®, o M esplode oppure ¢(3,P);
ii) Q=—A-»B se, e solo se, per ogni ¥3 ¥, se VA allora 3»—B;

iii) UwVxA(x) se, e solo se, per ogni deD, Au—A(d) (analo-

gamente per AAB);

iv) U»3IxA(x) se, e solo se, esiste uno sbarramento 3 di 1
tale che, per ogni '\?e@ R Vu—A(d) per qualche deD (a-
nalogamente per AvB),

A & vera in M (Mm—A) se (A, A & GB-valida se & vera in ogni
GB-modello, Un modello di Beth (B-modello) & un GB-modello
non esplodente,

Un modello naturale (N-modello)W=4{D,V) consiste di una spe
cie D¢ @ (dominio di interpretazione delle variabili) e di u-
na relazione unaria V, definita sulle formule atomiche chiu-
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se del linpuagpio ampliato come sopra, tale che non V(1) (.L
deve essere interpretato in una proposizione falsa!)., V si e~
stende poi ad una relazione M =A su tutte le’formule chiuse
definita secondo il siénificato inteso dei connettivi e quan-~
tificatori (vedi 2.1 esclusa la vii)),.

La teoria delle sequenze libere permette di stabilire una no-
ta relazione tra B-modelli ed N-modelli ( [3] p.118)., Preci-
samente, se M=(T,D,§> € un B-modello ed & & una sequenza li-
bera in T, a questa si pud associare un N-modello M“=(D,V>
definendo V nel seguente modo: V(P)e&» 3n§(5n,P) (con Gn=
=0, o, - ot (»=3)> ). Sussiste allora il
1.1 Teorema, Sia M un B-modello e sia T un suo nodo., UwA se
e solo se, per ogni aed, Ma;aA.

?e sepgue facilmente che una formula & B-valida se, e solo se,
€ N-valida, Ora, mentre la GB-completezza & provabile coi me-
todi usuali dell'analisi intuizionista ( [3] p.116), la B-
completezza (la N-completezza) & intuizionisticamente equiva—
lente ad un'istanza alquanto controversa del principio di Mar
kov [11 . Convenendo allora di escludere 1l'uso di questa dai—
metodi di prova intuizionisti, si pud dire che la GB-validi-
tad non & intuizionisticamente equivalente alla N-validita,

Di qui il problema, che tratteremo nel prossimo paragrafo, di
estendere la N-semantica ad una GN-semantica che corrisponda
alla GB-semantica secondo un analopo del teorema 1,1,

2, Chiameremo sequenza di ipotesi una sequenza {0 N di
proposizioni dotate di sipnificato (non mere formulehgintat—
tiche),
Un GN-modello M={D,V, {0,)) & costituito, oltre che da D e
V come per gli N-modelli, da una sequenza di ipotesi, L'in-
tenzione & che una formula A sia vera in 71 se & vera nello
N-modello {D,V ) "sotto le ipotesi Q, ". Tale idea & preci-
sata dalla seguente definizione induttiva della relazione
M ¥=A (in cui sottintenderemo #2):
2.1 i) se A & atomica e V(A) allora ¥=A;
ii) se =A e =B allora k= AAB;
iii) se =A o0 =B allora k= AVB;
iv) se w=A implica =B allora =A->B;
v) se, per ogni deD, E=A(d) allora p=VxA(x);
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vi) se, per qualche deD, F=A(d) allora k= JxA(x);
vii) se, per qualche ne¢N, 0, implica e=A, allora F=A;
viii) E=A soltanto in virtd di i) - vii),

Un N-modello pud essere considerato come un GN-modello in cui
tutte le ipotesi siano vere,

Per la CN-semantica si dimostra direttamente il teorema di
validita: '

2.2 Teorema, Se hﬁ;;A allora A & CN-valida,

Quanto alla connessione con la GB-semantica, sia V= (T,D,§:>
un GB-modello, Assumendo lo schema di Kripke

Ay (3> yx20&e>A)
(dove X indica una seguenza a scelte), si pud trovare una
seguenza tale che
2.3 Ax Xﬂx)%O se, e solo se, M esplode,

Ad ogni sequenza & libera in T associamo il GN-modello Mg =

s = {D,V, {Q,) ) dove 0, & la proposizione y(n)=0 e V & defini
! ta dalla posizione V(P)é> 3n §(&n,P) per PEL (V(L) &

1 falsa in tutti i GN-modelli).

j Sussiste allora l'analogo del teorema 1.1:

’ 5.4 Teorema. Sia M un GB-modello e sia T un suo nodo. T —A
i se, e solo se, per ogni oel, Maw-—A.

Ne segue che opni formula GN-valida & GR-=valida, Pertanto
dalla GB-completezza sepue la GN-completezza:

Dalla GB-completezza e da 2,2 sepue poi che se A & GB-valida

|

|

j 2.5 Teorema, Se A & GN-valida allora ¥ﬁq;A.
j

|

! allora & GN-valida; percid

2.6 Teorema, A & GB-valida se, e solo se,& GN-valida,

Osserviamo che il teorema 2,4 & stato stabilito usando lo
schema di Kripke, altro principio controverso che si giusti-
fica mediante la problematica teoria del soggetto creativo,
Tuttavia, la prova di GB-completezza usa soltanto GB-modelli
con é decidibile., Per tali modelli una X soddisfacente al-
la 2.3 pud essere definita senza usare lo schema di Kripke:
basta considerare una enumerazione (ﬁ;}hew dei nodi e porre

)CGA):-<:d e ¢{GA’%), Pertanto i teoremi 2.5 e 2,6 sono
O altrimesti
rrovabili coi metodi intuizionisti usuali.
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