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HILBERT B L' YOMEGA-REGOLA®

Enrico Moriconi

Le proposte contenute negli ultimi tre interventi
hilbertiani nel campo dei fondamenti della matemati
ca sono in. genere rimaste ai margini delle ricostru
zioni ed interpretazioni della teoria della dimo-
strazione, probabilmente per il motivo che gid mel
1935 Bernays indieava molto chiaramente: esse co=
stituivano un allontanamento dall'originario‘pro—
gramma della teoria della dimostrazione, in quanto
lasciavano cadere la richiesta di una formalizzazio
ne totale delle deduzioni.

Dando per scontate queste osservazioni di Bernays,
se, almeno, le nuove regole proposte da Hilbert so-

no depurate di ogni ambiguitd e interpretate come

vere e proprie W-regole, vorrei cercare di dare

qualche indicazione per districare in parte le am-
biguiti, appunto, delle proposte hilbertianes

La nuova regola di inferenza u~¢he Hilbert conside-
ra rigorosamente finitista—— ha il senso di una ig
troduzione di ¥ ,per cui la indicheremo con w-¥I,
E' diversa da “A(g):> \/§ A(ﬁ)" poiché parla solo
di formule numefiche in cui il posto libero & satu
rabile con numerali. Hilbert pensa evidentemente
al fatto che, nel caso in cui la formula finale di
una derivazione & numerica, l'introduzione di un V¥
serve solo per inferirne poi qualche esempio. Ma
questo non giustifica ancoras "da una’dimostraziom

ne che A(z°) & vero, per ogni z, concludere VﬁAﬂQW.
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In realtd llilbert lavora con un'ipotesi ulteriore,
cio®& che sia stata effettuata una prova di coeren-
za finitista per PA (i1 che significa che = tutte
1e formule occorrenti nella prova di mn enunciato
reale viene associata, secondo un procedimento de-
terminato, una formula numerica). Assumendo che que
sto procedimento di riduzione funzioni anche per un
sistema che incorpori -VI , Ililbert ritiene giusti
ficata 1'introduzione di ¥ in quanto la premessa
di VI garsntisce la verita di tutti gli escmpi
numerici. £ pud affermare che @VI abbia carattere
finitista poichdé la sua giustificazione richiede
solo un numero‘finitd di passi"(anche se le dimo=
strazioni sono diventate oggetti infiniti, conten
gono solo un numero finito di espressioni del ti- .
po Vx A(x) ). "

In questa giustificazione (che non & altro che lo
schizzo di una prova di compatibilité) ltassunzio= -
ne delll'esistenza di una dimostrazione finitista
di coerenza per PA funziona in maniera analoga al
cosiddetto "dogma di Brouwer" mnella dimostrazione

brouweriana del bar-theoreme. L?assunzione che ad

ogni prova possiamo associare "yna prova plenamen-
te analizzata® implica che "dovunque, nel corso del
1a prova, facciamo appello al fatto che una certa
operazione gemera un risultato di un certo tipo,
allora QUell'operaZione sara effettivamente ese-
guita nella forma analizzata della prova. le segue
che mella prova pienamente analizzata la quantifi-
cazione universale non appare: l'operazione e ef-
fettivamente applicata a ciascun elemento del domi

nio, generando una prova dell'esempio corrisponden
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te, e cio che nella prova originaria veniva inferi

to dall'enunciato quantifi un a1 . R
aq cato ivcrsalmcnte; ap-

pare ora conie conscguenza degli esempi individuali

presi insicme" (Dummett, Elements of Intuitionism,
Oxford, 1977, Ds 96)s

Ltipotosi interpretativa che vorrei a questo punto

avinzare ¢ la seguente:una volta(ritenuto)risolto
il problema di provare la coerenza di PA, Hilbert
si rivolge ai problemi derivanti dal paradosso di
Skolern e dalla possibilita di situazioni ¢=-incon-
sistenti e o) =inconpletes Per questi problemi

& necessario un raffinamento dei metodi della tco-
ria della dimostrazione e questo si concretizza din
un arriccinimento del finitismo con porzioni della
concezione intuizionista. La costrittivita di que-
st'ultima lo garantiveno poi della correttezza del
suo procedere. (E' interessante rilevare che qucle
1e che sono diventate le tre usuali condizioni di
derivabilitd altro non sono che gli assiomi 2., e
3. e la regola d'inferenza che governano la nozio-
ne "p & provabile", per mezzo della quale G8del
nel 1933 indicd per la prima volta le connessioni
esistonti fra logica intuizionista e logica moda-
18.)

In [193@] e in [}931] Hilbert attua una sintesi
di trattazione formale e di trattazione informale
o contenutistica ——-che anticipa, in un certo senso,
la sostituzione della finitezza con la visualizza-
biliti—— dove gli oggetti principali di studio di-

ventano le dimostrazioni informali (ogcetti even-

. tualmente anche infiniti, in quanto si concepisce

come "finitisticamente" dominabile anche la forma=
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zione di w rami a partire da un dato nodo). Ma &
proprio perché & entrato in questayprospettiva che
> arrivato ad introdurre regole non formali (e non

finite) del tipo di ¢-VL. E non 1! inverso.
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