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LA CONVERGENZA ALLA LUCE DELLA SEMANTICA CATEGORIALE

BARBARA VEIT

1. Nell'ambito di una riformulazione di varie nozioni matema
tiche (se non di tutta la matematica) in un quadro categoriale, si
pone, prima o poi, il problema di studiarerénche la nozione di con-
vergenza. Vi sono varie definizioni possibili in termini di succes-
sioni di numeri reali, classicamente tutte equivalenti; siamo andati
a vedere come esse si interpretano e quali rapporti hanno tra di 1o
ro in alcuni topos con un anello R che gioca il ruoio di IR negli
insiemi, e precisamente:

- TOP, il topos dei fasci’sopra il sito costituito dagli spézi topo )
logici con le applicazioni continue e i ricoprimenti aperti; come -
anello di base R scegliamo il fascio rappreseﬁtato dallo spazio IR:
per uno spazio X, sarda R(X) = C°(X,R);

- Ir, ilvtopos associato al sito i cui oggetti sono gii aperti dei
vari ny(nuzo), i morfismi sono le mappe C® tra apérti, e le coper

ture sono i ricoprimenti aperti (topos che coincide peraltro con .

- quello associato al sito Mf delle varietd C®); qui, R & ancora il

" fascio rappresentato da IR, percid viene R(U)=C®(U) per un aperto U;

N

- 1B (risp. B ), il topos sopra il sito che ha per oggetti .le (dua-
c .

1i delle) algebre C® di tipo finito, i.e. anelli di tipo Cw(IRm)/I,

'dove I & un ideale locale nel caso di B (risp. chiuso nel caso di

. m o
B ); un morfismo da C®(IR )/I a C®(IR )/J & un omomorfismo indot-
c

k m
to da una mappa C® da IR’ a IR , e le coperture sono indotte da ri-
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coprimenti aperti dei vari ﬂ¥? La nostra scelta di R in IB e in IBC
& motivata dal fatto che, associando ad ogni varieta M il fascio

rappresentato da Cm(M)Op, si ottiene un'immersione piena j:MI“~——IB
che si fattorizza attraverso l'immersione Dif:%> IB. Definiremo per

cid R= j(M) nei due casi. Essendo peraltro C®(IR) l'algebra C® li-
bera con un generatore, viene R(X)=X per ogni oggetto X nei due si-.

‘ti considerati (cfr. A.Kock, Synthetic Differential Geometry, Cam-

bridge 1981).

2. Indicato con N l'oggetto dei numeri reali, diciamo che una

, N
successione s = (sr)e R
1

(C): ¥V £§>0 A neN ¥V mk>n |s

é di Cauchy se verifica
-s | < e.
m k

In TOP, le successioni di Cauchy al livello di uno spazio X sono le

N N e
(s )eR (X)= R({X) che verificano (esternamente):

n

(*); esiste 1: X —> IR tale che, dato & >0, esisle per

ogni x€X un n € N e un intorno dove vale |s - 1] <&
‘ X

n
non appena n‘.>r1X

Si vede subito che (*) implica la convergenza uniforme sui compatti
(cuc); la feciproca vale estesameﬁte, per esempio negli spézi loc.
compatti e in quelii secondo numerabili. Vi sono tuttavia contro-
esempi gia tra gli spazi completamente regolari: considepriamo, per

esempio, lo spazio di Appert costruito sopra gli interi positivi di

chiarando aperto ogni softoinsieme che non contenga 1, nonché gli S
con 1€8 t.c, al crescere di n in NIN,-il rapporto tra il numerb de-—
gli elementi di S minori di n e n converga verso 1. Diamo due esem-
pi di;successioni CUC che non sono inteﬁnamente di Cauchy:

(a): esempio con un limite discontinuo ({in 1):
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se x=1 oppure X >n,

S(X)={O
1 altrimenti;

(b) s (x) se x=n, ma X £ 1,
n

il
= (@}

altrimenti;

questa successione & CUC verso una funzione continua, ma (*)

non & verificata.
Nel caso di TOP, dunque, la semantica categoriéle offre, con la con
dizione (*), un'interessante alternativa alla nozione di CUC, specie
negli spazi con 'pochi" compatti; inoltre, questa convergenza & lo-
cale. Ma c'@ di pit: la condizione (*) garantisce che il limite &

sempre continuo; infatti, R & ltoggetto dei reali di Dedekind in

TOP, quindi ogni successione di Cauchy possiede un limite, cioé vale

(L): @ 1ER V¥V >0 @AuneN vm>n |s -1| < ¢.
m
In IE, invece, le successioni di Cauchy si interpretano, su un aper-
.. N N
to U, come le successioni (s }&R (U) =R(U) che sono CUC su U, men
n : n
tre (L) & soddisfatta sse inoltre la funzione limite & C®. In IB co-
me in IB , la situazione & analoga: se X=C®(IR )/I, allora (s )€ X
c ‘ “n
& di Cauchy (internamente) sse (s |ptI) & CUC su ptI, dove pt1l =
. n ) -
m
{[xER | fET = f(x)=0} sono i "punti" di I, con la topologia

indotta; (L) impone inoltre che il limite sia C® su ptI.

3. Nel tentativo di ottenere nozioni di convergenza pit si-

‘gnificative per- la struttura differenziale di R in IE, in B e in 1B ,
: c

abbiame esaminato anche la seguente convergenza funzionale, cioé

R 1 o
(F): I fER VvV neEN s = f{(— ) .
n

n+1
R

Chiaramente, (F) implica (L) se Te funzioni in R ‘sohe “continue: ba

sta porre 1 =1(0); diciamo allora che s converge'funzionalmente>ver—
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(°)

so 1

In TOP, la condizione (F) risulta ancora equivalente alle preceden—
ti, mentre gia in IE manifesta degli inconvenienti: per la successione

1 .
s (x) Vv U, Vv X€E€U

»n : _ Vﬁ+l i

: - : R
non pud esistere (neanche localmente) una f€R (U)= R(IRxU) che veri

fichi (F), visto che si avrebbe:

- lim L’m —VJ:/n+1’

2 ose0] = - o
Jt t=0  n-oco 1/n - 1/n+l

La (F) si pud comunque indebolire con la seguente convergenza modu-

lo le sottosuccessioni

"(S): esiste 1€R tale che ogni sottosuccessione s' di s pos-
siede una sottosuccessione s'" che converge funzionalmen
te verso 1.
Abbiamo allora‘l'incoraggiante risultato:
‘In IE, data sEERN al livello di unvaperto U, essa soddisfa
‘(S) sse é::(sn) converge, insieme a tutte le sue derivate,
ﬁr'nél senso della convergenza uniforme sui compatti.
In IE, dunqué, 1l'obiettivo di collegare la convergenza con la strut—

tura“differenziale si raggiunge con (S).

4. Vediamo dunque qual'é la situazione in IB e in IB- che so-
. c

no modelli della geometria differenziale sintetica. Qui, 1'oggetto

(°) Segnaliamo che, in presenza di un oggetto N* che gioca il ruolo
della compattificazione di N, si pud dare la seguente condizione
suggerita da J. Penon (si noti che & di 1° ordine):

(N*) VneN* 4 reR (neN=>r =75 )
Non solo classicamente, ma anche in TOP, in 1B e ?n B , (N*) risul-
ta equivalente a (F) se per N* si prende il fascio ragpresentato ’
da IN* in TOP, risp. da C®(R)/ {f} f=0 su N*} in B e in]BC

— 193 —

"ideale" da catturare col una definizione della convergenza sarebbe
quello definito, per ogni X = Cw(]Rm)/I, come
D(X) = {(sn)e RN(X)I esiste (tn) in C®(R") équivalente mod T
a (sn), e che converge CUC con tutte le sue derivatef*
Va detto anzitutto che D costituisce effettivamente un fascio (lo si
vede usande le partizioni déll'unité), e che si ha ‘D<:(L) nonché
(F)c D <« (S), con inclusioni proprie che ora discuteremo.
a) Un controesempio per DC(F) & la successione (1/1/;5 gia discus-
so. in 3. Comunque, vi si pud rimediare prendendo,invece di (F),la
(F¥): 3 fERT T a>0 V neN sn=f((nl—+l)a).
Tuttavia, con un po' di fantasia si scoprono nuovaméﬁte, gia tra le
sezioni globali di RN (e ciod tra le usuali successioni di numeri
reali), elementi che sfuggonoc a (F*) pur essendo banalmente in D.
b) 'Si impone quindi un'ulteriore indebolimento di (F). Questa volta,
pero, il passaggio attraverso:le—sottosuccessionibdé decisamente
troppe successioni: vediamo subito un tipipo esempio. Sia € l'insie
me di Cantor, e X=C®(IR)/ {f|f= 0 su C}; siano m - (n>0) i punti

n

1
medi di (0, —), e I gli intervalli (m ,m ). Consideriamo le
i SN n n+1

funzioni (f ) dovungue nulle salvo su In: (f 1C) ammette un'esten-
n n
sione (g ) che & C® su tutto IR e converge CUC verso la funzione O.
n
Passando al quoziente, otteniamo dungue con (é ) una.successione che
n

soddisfa (L) al livello di X.Ma (g ) non & certamente in D(X): comun
n n

si scelgano i rappresentanti g , sara sempre g'=1sul NC, e g'=
s ‘ . n ' n n n

(*) Nel contesto di questo lavoro, la differenza tra IB elB & pfe-
cisamente. che 1B [k ogni (s-).in D ammette un' unico limite, cosa
falsa in IB. A pr%ma vista, d&indi,jm appare come un topos pit ap-
propriato per'lo studio della cénverggnza. ‘ '
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=0 su C-1I . Vedremo tuttavia che (g ) soddisfa (S): dare una sotto
n n -~

. . . N
.successione s' di una successione s significa dare ¢ &N che sia
crescente e porre s'= s

n g(n)

munque sia data 0, si pud definire

Ora, dato che C & 'poco' connesso, co-

T (x) = n+tl se A mgn con ¢ (x)=k e xel
n m
. altrimenti,

e si avra allora s =0 poiché v "salta" i valori critici: nei

TO
punti di Inij, T 0 non assume mai il valore n.
Il fatto € che l'oggetto N & molto sensibile alla topologia degli
insiemi dei punti (=sezioni globali) dei singoli oggetti del sito
sottostante: se (come in IE), ptX & sempre localmente connesso, al-
lora NN & il fascio costante A(IN ), ossia, almeno localmente, le
nozioni interne e esterne di sottosuccessione coincidono: se una suc
cessione come la nostra (én) presenta delle anomalie per tutti i va-
lori di n, non é possibile eliminarli con il passaggio alle sotto-
successioni che eludono abilmente la parte critica a seconda del
punto nel quale vengbno valutate.
Osserviamo, per inciso, che in TOP abbiamo un fenomeno analggo: la
successione delle derivate di (gn]C) mostra, al livello di C, che
(s) =& (C).
Ci si potrebbe allora rassegnare a rafforzare (S) sostitue;do le
sottosuccessioni interne con sottosuccessioni esterne, usando cioé
[&(]Nﬂq) invece di NN nella sua formalizzazione. Ma nasce subito un‘

nuovo problema dovuto al fatto che gli elementi di R(X) sono sempre

e soltanto dei rappresentanti di funzioni modulo un ideale: dalla

esistenza in D di una famiglia di'rappreéentanti in dipéndénza
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dalle singole sottosuccessioni s' considerate, non segue l'esistenza

di un rappresentante in D per tutta la successione s.

%36 3k H

Oltre al valore teratologico di queste considerazioni, sembra poter
ravvisare.in esse una conférma della felice scelta dell'approccio
sintetico (e non analitico) alla geometria differenziale in un am-
bité categoriale. Del resto, un recente lavoro di I. Moerdijk e

G.E.Reyes, Smooth spaces versus continuous spaces in models for syn-

thetic differential geometry, Amsterdam 1983, analizza precisamente

i rapporti tra spazi continui e spazi 'lisci', spiegando come 1l'ana
lisi intuizionista (che potrebbe essere maggiormente interessata ad
un'indagine come questa) trovi un'interpretazione pil appropriata

negli spazi continui.



