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ALCUNE BUONE PROPRIETA’ DELLA LOGICA-
DI CHANG. I

Antonto Vincenzti

La Togica L(C) & stata introdotta da Chang (in [Ch3l) come
generalizzazione semantica della "Pragmsties’ di Montague
(v. [Mol). La sua sintasst estende quella del prim'ordine
con un operatore ¢ tale che, se v é una formula e t & un
termine (relativi ad un qualsiasi tipo 7), allora anche
Cty & una formula (detta formula individualizzata). Le
eventuali variabili libere presenti in t restano tali in
Cty. La semantica di L(C) si basa su delle strutture 2=
(HQIH,CQI), in cui 12K & una ordinaria struttura del pri-
m'ordine (con universo A) e ¢® & un'arbitraria funzione
da A4 a P(P(4)) e definisce

A= ot = (€A, ) ot yrec¥(s).

Osservazione. Le logiche L(Q,,,, ), L(Int) e Te logiche
modali (quantificate) MC-T, MC-S4 ed MC-S5 sono casi par-
ticolari di L(C) (v. [MM1). C & un quantificatore nel
senso specificato in [Mu,IIl,p.91].

Facendo riferimento a [Bal,[Je] e [(Mu] per le notazio-
ni, enunciamo ora i risultati provati in [Vil] e [Vi2l.

Teorema 1. L(C) é una logica generalizzata con relativiza-

zazione.

Teorema 2.~ (Riduzione alla logica proposizionale) Sia T
un tipo. e 7(C) una sua espansione con testimoni. Sia Eq'=
EqU{[a=b~=[cap—~>Cbypllly formula di 7(C)} e sia v una

funzione che assegna un valore di veritd ad ogni formula
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atomica o individualizzata di 7(C). Allora, per ogni in—

steme T di C-formule di tipo T, le seguenti condiziont
sono equivalentt:
(i) e¢'é una C-struttura di tipo T QI#77T§
(11) ¢'é una C-struttura canonica di tipo 7(C) 2" tate
- Ghe 2(+l= '.l" . [}
(i27) TV’ Henk7nLJEq é consistente nel senso della logi-

ca proposizionale.

Teorema 3. (Compattezza) Ogni insieme T di C-enunciati
ha un C-modello sse ogni suo sottoinstieme finito ha un
C-modello. |

Teorema 4. (Proprieta di Lowenheim-Skolem) Se un insieme

T di C-enunciati ha un C-modello, allora ha un C-modello

numerabtle.

Osservazione. I Teoremi 3 e 4 vengono provati in [Ch]
come conseguenze del Teorema di +os.

Teorema 5. (Proprietd di Fraissé-Ehrenfeucht) Date due C-
—strutture U e B di tipo T, se E‘g ¢ la relazione di C-

. , ] , N - :
—womorf‘zsmovw—parzzale, allora Q)::C% sse &—023’.

Teorema 6. L(€) ha la proprietd di conservazione per z
prodotti ma non per le sottosz‘zrutture

Osservazione. [ Teoremi 5 e 6 risolvono parzialmente il
Problema 2 posto in [Ch].

Teorema 7. Data una C-struttura 2 di tipo 7, sia DC(QIA)
L'{nsieme degli enunciati atomici o individualizzati di

tipo T, € delle loro negazioni. Allora, data una funzione
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fiA—B, st ha che:

(i) f é una C-immersione isomorfa di _9,( in » sse
b= p ¢ .
%f(/l) CDC\Q/(A)"
(1Z) f é una C-immersione elementare dti U instse
Zsf(/l‘)}:c ThC(Q,(A).
Teorema 8. (Consistenza di Robinson) Per ogni C-struttura
2 di tipo T' ed ogni C-struttura ZS di tipo T" tali che
rOYy et = My -
| Atrr g c Bbrrea g,
esiste una C-struttura W di tipo T'UT" tale che

MmMree -—.:CQ( e Mirre EC'%'

Teorema 9. (Interpolazione di Craig) Se Ky e K, sono due
classi C-proiettive disgiunte relative al tipo T, allora
esisfe una classe C—elementare H relativa al tipo T, tale
che K, CH ¢ K, CH* (essendo H* 21 complementare di ).

Teorema 10. (Definibilitd di Beth) Sia R un simbolo rela-

zione ad n posti ed H una classe C-elementare relativa al

. tipo T U(R}. Se per ogni C-struttura U di tipo T esiste

al piu una struttura %GII tale che =8B, allora esi-
@f

" ste una C—formula ¢ di ttpo T tale che RE = , per

ognt @Ell

Teorema 1] (A—chiusura) Se K e K* sono C-protettive,

allora K é C-elementare (relativamente ad un tipo 7).

Osservazione. Gli ultimi quattro Teoremi sono stati otte-
nuti utilizzando alcuni risultati della Teoria Astratta
dei Modelli. 1 Teoremi 8,9 e 10 risolvono il Problema 3
posto in [Ch]. '



RIFERIMENTI

(Bal Barwise,J.: An Introduction to First-Order Logic.
In: Barwise,J. (ed.), Handbook of Mathematical
Logic. North-Holland (1977). ‘

(Chl Chang,C.C.f Modal model theory. In: Proceedings of
the Cambridge Summer School in Mathematical Lo~
gic. Springer Lecture Notes in Math. 337 (1971).

tJdel Jensen,F.V.: Interpolation and Definibility in
Abstract Logics. Synthese 27 (1974), 251-257.

[MM1  Makowsky,J.A., Marcja,A.: Completeness theorems
for modal model theory with the Montague-Chang
semanttes. Zeitschr. Math. Logik 23 (1977), 97-
104.

(MoJ Montague,R.: Pragmatics. In: Klibansky,R. (ed.)

Contemporary Philosophy, a survey. La Nuova
Italia (1968).

(Mul Mundici,D.: Léctures on Abstract Model Theory I,
II, III. Quaderni dell'Istituto Matematiéo "U.
Dini" di Firenze, n. 6,7,14 (1981/82).

(Vil] Vincenzi,A.: Robinson Consistency Property for

Chang's Logic. In preparazione.

(Vi2] Vincenzi,A.: Back and Forth through Chang's Logic.
In preparazione.




