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IOLELLYL CON COPERTURE PER LA LOGICA PROVOSTZATONALR
INTUIZIONISTA E LOCALE :

S ,GHILARDI-G.C.MELONI

Tl concetto assiomatico di copertura & emersa nella

peometria algebrica di Grothendieck e successivamente

LLawxvere ne ha proposto una versione logico-algebrica
2> D

“in termini di un operatore modale intuizionista.Qui
~se ne studia il caso proposizionale,con particolarec

‘riguardo: al problema (della completezza in una metate-

oria intuizionista,rispetto ad una semantica che uti-
lizva preordini muniti di una doppia rclazione di co-
perturnjtale semantica permetter’d non solo di esibire

dimostrazioni valide nei topoi,ma altresi di ampliare

i risultati gid ottenuti,in una metateoria classica

con assioma della scelta,rispetto agli universi di Kri-

pke con una copertura.(Bozzi4Molnni,boll.U.M.I.(5)17—A
(1980);436-h12),

§e<2,§} ¢ un preordine,diciamo crivello un sottoinsie-
me C di 7 tale chey€C c?Eq implicann @éc;indichiamo con

oA

C & un crivello contenuto in %(,Una topologia di Gro-

v, il crivello{@)@gd}e scriviamo Ccro per intendere che

thendieck o copertura & una relazi ne cp tra sottoin-

siemi di Z ed elementi (zone) di Z,tale che:
Cecyf = Cery, Cepd e @Edﬁ CnvPcp(s, Vi CPO( 4
(Cepde Cl'cro e¥@€C C'HVFCpP):>C'Cpq .

Le coperture corrispondono biunivocamente agli operato-
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ri locali di Lawvere ossia alle funzioni*?:%?——““ﬁ>%?
(dove %7é l'algebra di Heyting completa dei crivelli
di{Z,C ) che soddisfano le condizioni seguenti:

ce fc, foc <, (/(C{‘%)J%”&w
I crivelli tali che‘ZCEC (ossia tali che Cnvacpo(:>d€
: éC)soné detti chiusi,e il loro insieme,che indicherea
mo con %mié un'algebra di Heyﬁing completa in cui gli
estremi superiori si ottengono applicando<8allé riunio-
ne.Si ha inoltre che gli operatori localig*:%?m
“—?%7Mcorrispondono biunivocamente alle coperture che
estendono cp.

Dal punto di vista aintattico definiamo una teoria

proposizionale intuizionista con operatore locale co_.

me un'algebra di lLawvere L,ossia come un'talgebra di

Heyting munita di un operatore locale.

Diciamo universao di interpretazione per L una quadrus
nla <Z,E ,cpv,cp£>,dove cp, e ) sono/coperturo tali
‘che cR,S.cQZ,Indichiamo allora con?/l'algebra di Hey-
ting completa dei crivelli chiusi di<Z,Q ,cR;>munita
dell'operatore locale corrispondente a cp%,Chiamiamo
quindi modello di L in?/ un morfismo L‘“““%Z/ossia,

equivalentemente,una relazione di validitid F tra zone

e concetti(elementi di L) tale che:
V) (xky e Bx)DEy |

) (Kx e pry ):N’(;x

1) {(550({ F{g'x}cp\/o{ = ﬁ-x'
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) Exay SExe By

2) Rxvy & {prafc o Ryfena
1) R £ don

4y BRxo>y <:>\V'P§o<( Fx= ffsy)
5) B x & fprafbxfena

. . )
81 noti che,come caso particolare,se cp, e la copertura

definita da:Ccpp=) C:& yi modelli sopra definiti coin-

cidono con quelli considerati in Bozzi—Meloni(cit.);di—

remo kripkiani tali modelli.

Tl teorema di completezza,nella forma forte del model-

' . v N
. lo generico,pud essere coSl espresso:

"Esiste un modellolp?=<z,§,cpv,cpe,F> tale che,per o-
“eni x€L,se per ognidéiz,arx,allora x & dimostrabile

in LY.

: Agli. effetti della dimostrazione del teorema,ogni mo-
dello & equivalente ad un modello interno,ossia ad un

 modello costruito su un preordine di filtri di L (or—

dinati daEZ).Studieromo percio le coperturc cp, e cly

 'che rendono(i}(h),z ,cﬁ/,cp€,3> modello generico di L

(dovv?}(L) & 1'insieme dei filtri di L);chiameremo V-a-

decuate le cnperture ¢p, per cul la quintupla dats sod-

disfn le condizioni da V) a i) e (—adogunte (rispettn
a una copertura cR,v—adeQUata) le coperture cr, tali’!
che ep, € ¢p, e tali che 5) & soddisfatta.In una metate-

nria dintuizionista si dimostra guindi il seguente:

TEOREMA, Sono v-adeguate tutte e sole le coperture cp,
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dove cp
(’ v

cosi definite:

tali che ep <€ ep &

c
vm pV}

°P, 15

tivamente,le coperture

CcvaF¢§>Cch ed .,x  (nY0) tali che

}:l“,xJn. N [F,ﬁcrl]

vx.] & 41 filtro
ar

esistono x1,..

F e LF,XN}QC per ogni i=1,...,n ([F,
3-
generato da F e da x_);
i

CcvaFC$>Cch e per ogni F'2F

’ Gecnv
' F

risultano esse stesse v-adeguate. .

inoltre cp- e cp
Ivm VM

Per i modelli kripkiani abbiamo il seguente risultato:

TEOREMA., Se si definisce:

"CcpijC$>Cch e per ogni ideale T tale che V GEC GE I,

si ha che FE I (dove FL I sta per "esiste un x€FNI" )"

»

risulta allora 5 Veadeguata anche in una meta-

-~

che c¢p
vi

tcoria puramente intuizionista,In una metateoria clas-
siga con assioma dellascelta,si ha inoltre che CPVi
induce un modello isomorfo al modello canonico di Kri-
pke . dei filtri primi.Pertanto le coperture-g—adeguate
del modello canonico kripkiann corrispondono biunivo=

-camente a'quelle,f—adeguate rispetto a va"
i

Cnntinuando,in'una metateoria:intuizionista,ricaviama
il segucnte;

TEOREMA., Si fissi una copertura cp, v-adeguatajle coper-
ture 39 f«adeguato‘rispetfo'ad'essa sono tutte e sole:
quo}le tali che:

1) epV Ccp  (dove cp Ve indica la minima o
) vcpv cpemf_c%. ((ove ¢R,vcp£m 1nd191 1} m;n1m3 co_

sono,rispet
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pértura che contiene entrambe);

i <

2) on,E epgy

(cp, e €py,, SOno le coperture cosl definite:
{m 3

- Cop FE&E> Cerl ed esiste un x tale che éxéF e[F,%}EC:

f {m

' Ccp6MF¢:> CcrF e per.ogni filtro stabile S2F (ossia

G&Ss).
€ C
G¢ QVS

per ogni filtro. tale che €xesgxes)

Si noti ora che cpem§ CPyy © che cpvgfcpZM (per ogni
' 1cR,VLadeguaté);infine si osservi la gopertura Cp@st
 cdsi definita: "CcpestF<i>Cch e per ogni filtro sta=
- bile S2F,S€cC ., Tale copertura(che & un adattamento
ai nnstro-éontestn di un'idea di L.Anzani) ¢ interme-
\;si ottiene quindi il seguente

€ nl

specchietto riassuntivo di coperturec E—adoguate:

dia- fra cpem e cp

- » . C c
CPLW P S CPYCPply & CPgy
Ul i
CI)\/:'L p&m - CDVQ/bp€st
------ S
va;l/cpe = cr)Vm\/ pes t

Ciascuna delle coperture. indicate & é? adeguata rispet-
to alle coperture V-adeguate'cnntenute in essa (ad e-
k’sempio sono {-adeguate per 11 modello canonico di Kri-

y,pke»le coperturc che compaiono al di sopra :lella lines
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tratteggista)itutte le inclusioni sono proprie (ad
eccezione eventualmente di quella fra CPVﬁ/C%Lst e
clk}n,come ¢ possibile moslrare mediante opportuni . .
controesempi.

I>' infine possibile caratterizzare alcune coperture in
modo piu diretto e dar conto dei rapporti fra queste

costruzioni e le definizioni relazionali utilizzate

usualmente in logica modale,




