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ERRICO MARTINO-: - -

Sul concetto brouweriano di- continuita hegativaf'

In un celebre articolo del 1927 [1] , accanto alle
 golite definizioni di continuitd e di continuitd u-
. nifornme, Brouwer introduce la definizione di conti-

- puitd negativa. Questa pud essere formulata nel se-

guente modo.

Sia f una funzione reale che supponiamo definita in
~ tutto l'intervallo chiuso [0, 1] . Un punto x(e[0,1])

& un punto di discontinuithi ppsitiva per f se esi-

stono un numero razionale positivo ¢ ed una sequen-
za (x 5->xdi punti di [0,1] tali che |£(x)-£(x )|>¢

per ogni n ew.. f si dice negativamente continua se

non ha punti di discontinuitd positiva,

Alla fine del § 1 Brouwer prova il teorema di con
tinuitd negativa: L
1; Ogni funzione reale & negativamente continua.
Nel §3 del medesimo articolo,Brouwer prova un teo-

rema molto pil forte, il femoso teorema di continui

= t4 uniformes

2. Ogni funzione reale & uniformemente continua.

Da questo segue ovviamente che

3. Ogni funzione reale & continua.
Naturalmente il teorema 1 pud essere visto, a sua
volta, come banale corollario di 3. Tuttavia, la pro

va diretta di 1 sembra avere un partibolare intereg

~8e fondazionale: essa mirerebbe & ricondurre l'asser


Rossella
vol2
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to a principi pil elementari di quelli su cui pog-
glano 1 teoremi 2 e 3. Brouwer afferma esplicitameg'
te che il teorema 1 & "conseguenza immediata del pun
to di vista intuizionista". Non cosl il teorema 2.
Brouwer dichiara d'aver stabilito il teorema 1 fin
dal 1918, e che esso gli suggerl la congettura del
teorema 2, del quale perd riusci a trovare una pro
va solo molto tempo dopo.

Ld prova di Brouwer del teorema 1 non & stata, a
" nostro avviso, ben compresa, probabilmente per l'e
sposizione piuttoSto‘conciSa'e informale. Diversi
autori hanno recentemente tentato di ricostruire -
l'érgomentOAEZI y L3] [4K . Ci:sembré~perb che ta
1i ricostruzioni, pur per certi versi interessanti,
manchino di mettere in luce una maggiore evidenia'
del teorema 1 rispetto al teorema 3 e di render
quindi ragione del significato fondazionale del ‘con
cetto di continuita negativa.‘E"apbunto questo 1l'a
spetto che ci proponiamo di analizzare. 7

I principi cruciali su cui si fonda 1dvdimoétra—
zione dél teorema 2 sono l'alquanto controverso te
orema del ventaglio ed un principio di continuita
per le sequenze a scelta. Diamo una formulazione di
quest'ultimo, | ‘ |
Siano'd,/sy..; variabili‘per gequenze a scelta., In-
dicheremo con % n il segmento iniziale di & di lun~
ghezza n: ¥ n=<x(0),sss, x (n=1)> .

Sia g "l >« una funzione dall'insieme “.. delle se—

‘ne @

— 347 —

~ gquenze a scelta all'insieme < dei numeri naturali..
£f75upporremo f estensionale, cioé tale che q:y%'>f§y=f(p)

| dove "=" indica l'eguaglianza,estensionale:c(=/5e—>

dep

'3‘Vn(q(n)§ﬁ(n)). I1 principio d4i continuitd in questio

PC: Vot In V3 (& n =3 => ¢ =P(f) -

- PC afferma che il calcolo dijq(q)kpub sfruttare sol

- tanto un segmento iniziale di «. Come osservato da

/'Veldman,~il teor.3 pud essere derivato dal solo PC

. (senza 1l'uso del teor. del ventaglio). Pertanto esso

" & certamente pil elementare’del teor.. 2. Veldman, per

altro, fornendo una ricostruzione della prova del teor,

' 1 fondata anch'essa su PC, pone i teoremi 1 e 3 sul-

. 1lo stesso piano di evidenza.

; La prova di Brouwer del teor.t éfrutta, a nostro av

~ viso, in modo essenzaile, se pur implicito, 1l'idea

f della suddivisione'del tempo in stadi discreti di co

 noscenza, propria della teoria del soggetto creativo.

Proponiamo qui una nostra raelaborazione dell'argomen

~to che, sfruttando esplicitamente tale idea, riduce

11 teor.1 ad un principio di indeterminatezza delle

~ sequenze anomiche, di evidenza ben pil immediata, a

- parer nostro, di PC. Allo,scopo,'riformuliano il con

cetto di continuitd negativa per le funzioni {:“b«»ga

estensionali da sequenze a scelta a numeri naturali.

O & punto di.discontinuité;positiva,per ¢ se esiste

; una sequenza </L¢nu§i sequenze a scelta tale che

i) Vh/—l;n(ﬁ’\) Tan o, ii) ¥n f(ﬂh) F ()

? ¢ negativamente continua se non ha punti di discon

= o
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tinuita positiva. Proveremo il seguente principio PCN

di continuitd negativa da cui il teor.1 & derivabile

come il teor.3 & derivabile da PC:
PCN : Ogni funzione \p come sopra @ negativamen
te continua,
Sia dunque, per assurdo, ¢ un punto di discontinuitid
positiva}per f>e sia 6/3n> come sopra., Dividiamo il
tempo in stadi di conoscenza rappresentati dai nume
" ri naturali. Se A & una prbposiziqne,l7fA gignifica
che, allo stadio n, si dispone di una prova di A. As
sumiamo come stadio 0 dno‘Stadio in cui si abbia una
prova della dlscontlnulth p091tiva di o e qulndl di
i) e ii). Introduciamo poi una sequenza anomica ¢ il
cui valore g(n) sia scelto allo stadio n+1, Q ¢ ca-
ratterizzata dal fatto che, per ogni m>n, g(m) &, al
lo stadlon, ancora completamente indetermlnato. Tale

1ndeterm1natezza pub essere espressa medlante il se-

guente prlnclplo : : '

PI  ¥nVa(ans= sn—ﬂ‘ﬂ“"a”‘§“”#q@“)
dova a varia sulle-sequenza a 1egge. |
PI ) 1mmedlatamente giustificato dalla costruzione
di 9 ¢ poiché, allo stadlo n, solo i primi n valorl
di:g sono stati scelti e tutte le possibilita sono
‘aperte per le scelte future, non & pogsibile, a quel
 10 gtadio, provare che qualche valore futuro di 3 sa
rd diverso dal corrispondente di a.

- Definiamo ora la sequenza }’ponendo

~1i. Si avra allora - ¢ (2)=yw(y) o
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0 se {men[gom=0y=F
‘u{’msn [grmy=0Y altrimenti

' /d(n) $€ p, e pari .Jovc

X(ﬂ)’\ﬂ (71) se Py J-s?u'\ Pn \

Sia q uno stadio in cul»f(a)ve {(x) siano calcolabi

v(x) #¢(4). Nel

"kprlmo caso,t—~-13n(pn é,dispapl) kSegue allora da PI.

Cl

,che il minimo zero di‘g minore di q esiste ed & pari.
» Analogamente, nel secondo caso si conclude che il mi

B nlmo zero di g minore di q esxste ed & dlsparl. Per-

tanto, poiché lg(l{(d)—\f(x) V(o )#Y(x)) si pud conclude
re, allo stadio O, che g ha almeno uno zero: iz in gn=0

~econtro PI’ (si prenda per a una sequenza a legge pri-

va di zeri).

Osserviamo che mentre PI & immediatamente giustifi

cato dal modo stesso come le sequenze anomiche sono

concepite, PC non sembra direttamente giustificato
dalla concezioné;di sequenza a scelta., Osserviamo in
fatti che la conoscenza, ad un certo stadio, di una
sequenza a scelta .« non si riduce,mai alla sola co@g
scenza di‘un suo tratto iniziale, Per quanto & possa
essere4indetefminata estensionalmente, ésaaré pur sem
pre perfettamente determ;nata inten51ona1mente, & 010é
dotata di una prOpria 1nd1v1dualita in virtu della
quale -3 un'entlté ben precisa, dlstlngulblle da ogn1
altra sequenza con cui pur abbia in ‘comune tuttl i

valori noti. Oltre all'individualitd possono poi eg

 gere note, ad un certo stadio, eventuali restrizioni

sulle future scelte dei valori. Ora, sebbene 1l'esigen
za di estensionalithfdiaf certamente limiti la possi
bilita di riferimento, nel calcolo di {(d), all'indi
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 vidualitd ed alle eventuali restrizioni di o , non

ci pare evidente che eséa sia spfficiente e negarla.
Osserviamo che la difficoltd relativa all‘*individua
1ith ‘sussiste anche per PC ristretto all'universo del
- le sole sequenze anomiche. Per queste, anzi la dif-
' flcolta & aggravata dal fatto che, c01ncidendo l'ugaa
gllanza esten51onale con quella intensionale, l'esten
aionalita dlkf non pone alcuna 11m1t821one. La prova
di PCN mostra ccme 11 fenomeno della contlnuité non
dipenda ‘semplicemente dall'indeterminatezza delle 88
quenze a scelta, ma piuttosto dalla coesistenza di
seqqenzq:indeterminate quali la g e di sequenze vin-
colate quali‘la X . | | .

Crediamo dunque di poter concludere che PCN & pil
evidente di PC. Esso & conseguenza immediata della
concezione intuizionista'dell'universo,delle sequen-—
ze a scelta. Gli aspetti di tale concezione pili rile
vanti per la determinazione di PCK sono i seguenti:

- a) 1a costruzione dell'unlverso procede nel tempo;
b) ad ognl stadio 3 pOSBlblle concepire sequenze com
pletamente llbere° c) ad ogn1 stadlo kX pOSSlbllB con

‘cepire sequenze v1ncolate a sequenze precedentemente
introdotte,
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