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INTRODUZIONE

La matematica classica (opposta storicamente a quella moderna,
che si concentra su strutture astratte) studia oggetti matema-
ticamente concreti. I numeri interi, i numeri reali e le fun-
zioni di variabile reale sono tipici esempi di tali oggetti, a
tre diversi e consecutivi livelli di complessitd logica (se si
pensano gli interi come oggetti atomici di tipo O, 1 reali co-
me funzioni di variabile intera e quindi come oggetti di tipo
1, e le funzioni di variabile reale come oggetti di tipo 2).
Lo studio degli interi e delle funzioni di variabile reale
efa gid entrato nella maturitd nel 1600 (dando luogo alla teo-
ria dei numeri ed alla analisi). Lo studio dei numeri reali (o
equivalentemente delle funzioni di variabili intera) é stato

invece trascurato sino alla fine dell'ottocento. La teoria del-

la ricorsivitd come noi la intendiamo (ODIFREDDI [?]) & appun-

to 1l'indagine sistematica della struttura del continuo: come
tale essa colma una lacuna della matematica classica e ne divie-
né -una parte integrante accanto alla teoria dei numeri ed alla
analisi. In particolare essa rivendica per sé ed eventualmente

reinterpreta una serie di risultati che contingentemente pos-
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sono essere scaturiti in aree diverse della matematica (in spe- . essa é addirittura la teoria della ricorsivitd (in quanto allo-
cial modo nella teoria degli insiemi). I suoi metodi di approc- “*ra il continuo coincide con il continuo costruttivo).' I metodi
. 1 . . . . - . . . . ‘
cio all'analisi del continuo sono essenzialmente due: i di approccio alla analisi del continuo costruttivo sono simili

a quelli visti sopra per il continuo classico: gradi e gerarchie.

® uno globale di smembramento: si spezza il continuo in classi
In queste lezioni ci propdniamo di dare un'idea della teoria

di equivalenza (dette gradi di insolubilitd) rispetto a sva- _
‘delle gerarchie per funzioni ricorsive, presupponendo’ una cono-

riate relazioni, con 1l'idea di identificare tra loro funzio-
scenza della teoria elementare delle funzioni ricorsive e rin-—

ni che differiscono in modo inessenziale in una certa ottica :
viando al nostro libro per una trattazione sistematica.

e si studia la struttura formata dalle classi di equivalenza

1. FUNZIONI ELEMENTARI (9.71.84)

® uno locgle di costruzione dal basso: partendo da determinate

classi e costruendone di nuove con metodi pid o meno effet-

tivi si generano gerarchie di funzioni, che contengono soli- Iniziamo il nostro studio cercando di isolare una classe di

tamente solo piccole parti del continuo. Esempi tipici sono funzioni di variabile intera che sia sufficientemente naturale

la gerarchia aritmetica e quella di Borel. e che contenga le funzioni di uso comune nella matematica ele-

mentare. Certamente vorremo avere somma e prodotto e le loro

I due approcci sono in realtd complementari, nel senso che inverse fra le nostre funzioni: questo ci fornird una classe di

una volta compresa la struttura di certe classi di funzioni me- ‘funzioni coh una struttura analoga a quella di campo. Inoltre
- 20 . ey

diante 1'analisi locale, cid che rimane da studiare dal punto ;analogamente a quanto si fa dal punto di vista algebrico per

di vista globale é appunto la struttura del continuo modulo ta- ottenere una struttura completa, permetteremo operazioni di

le analisi (quando essa fornisce la base per una relazione di mma e prodotto infinitarie. Diamo quindi la seguente:

equivalenza) .

La teoria delle funzioni ricorsive é una miniaturizzazione Definizione 1. (CSILLAG, KALMAR [43]). La classe & delle fun-

della teoria della ricorsivitd, avente come scopo lo studio di ziont elementari & la minima classe
una raffigurazione costruttiva del continuo costituita non piu contenente le seguenti funzioni:

da tutte le funzioni di variabile intera, ma soltanto da quelle

L . , S, . . . s(x) = x+l (successore)
calecolabili effettivamente (dette ricorsive). Tale teoria rien-
tra nell'ambito della teoria della ricorsivitd classica (in O(x) =0 (costante zero)
uanto anaiisi locale di una piccola porzione del continuo clas- n . :
q : : p ap Ii(x],...,xn) = xi per I1S<71smn (identita)
sico), ma nell'ambito di certe filosocfie costruttiviste (che ac- :
Tty (somma)

cettano cone ‘esistenti solo funzioni effettivamente calcolabili)
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x—Yy (differenza ricorsiva: uguale a r—y se x>y,

0 altrimenti)

Xy (prodotto)
x
[gﬂ (parte intera del quoziente)

— chiusa rispetto a composizione:
= - -
x) = :
J( ) Q(hz(x)p---.,hn(x))

— chiusa rispetto a somme e prodofti limitati

gy =% _ f@z)

XY

o<, T

It

hx,y)

La classe &(f) delle funzioni elementari in f é definita analo-
gamente aggiungendo f alle funzioni iniziali. Un predicato é
inoltre elementare (in f) se tale é la sua funzione caratteri-

stica. (|

Si pud far vedere, con una serie di calcoli, come la classe
delle funzioni e dei predicati elementari abbia forti proprieta
di chiusura, ad esempio rispetto ai connetfivi logici, ai quan-
tificatqri limitati ed alla ricorsione primitiva limitata. Cioé,

se una funzione f é definita per ricorsione primitiva
fx,0) = g
Cflx,y+l) = h(i,y,f(i,y))

a partire da funzioni ¢g ed % elementari, ed essa & maggiorata
da una funzione elementare, allora é essa stessa elementare.
Analogamente, la ricerca limitata di elementi che soddisfino

predicati elementari é elementare: cioé se

Fflx) = paR(x,y) = minimo y tale che Rx,y)
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~con R elementare ed f é maggiorata da una funzione elementare,

allora essa stessa € elementare.
Tali fatti permettono di provare che molte funzioni e predi-

cati di uso comune sono elementari, ad esempio:

pn = N—esimo numero primo
(xz_.,...,2 ) = numero di codifica di Z_,...,%
1.’ 3 n Z.’ > n
Codx = x é un numero di codifica
(x)i = Z-esimo numero della sequenza codificata

da x (quando Codx).

In altre parole, esiste un meccanismo elementare di codifica e

vdecodifica. Si ha quindi:

Teorema 2. Forma normale per le funzioni ricorsive (KLEENE [36],

BERECZKI [52], GRZEGORCZYCK [53]). Esistono urna funzione elemen-—

tare U e, per ogni n, un predicato elementare Tn(e,i,y) talt che

le funzioni ricorsive n—arie sono esattamente quelle della forma

@e(x) &= U(uyTn(e,x,y)).

Dimostrazione. Intuitivamente:

Tn(e,i,y) = ]a macchina di Turing codificata
da e effettua, sull'input 5; un
calcolo codificato da Yy

U(y) = i1 valore dell'output dato dal calcolo

codificato da y.

Poiché esiste un meccanismo elementare di codifica e decodifica,

il teorema € allora immediato. O

Dal teorema deriva una serie di conseguenze. Ad esempio: lo



— 398 —

schema di ricorsione non é necessario per definire le funzioni
- ricorsive (KLEENE [36a]), e le funzioni elementari sono suffi-
cienti per generare tutti gli insiemi ricorsivamente enumerabi-
li. La classe delle funzioni elementari é dunque piuttosto ric-
ca. Inoltre, essa ha proprietd computazionali molto naturali

espresse dal seguente:

Teorema 3. (RITCHIE [63]), Sono equivalenti:
(a) f é elementare;

(b) f é calcolabile in tempo (cioé numero di mosse su una

macchina di Turing) elementare;

(c) f é caleolabile in spazio (cioé numero di caselle del

nastro di una macchina di Turing) elementare.

Dimostrazione. Se f é calcolabile in tempo t é anche calcolabi-
le in spazio ¢ (poiché in ogni mossa una macchina di Turing pud
visitare al pid una nuova casella), mentre se f é calcolabile
in spazio ¢ & ‘anche calcolabile in spazio ct per qualche costan-
te ¢ (se la macchina si ferma, non pud mai trovarsi due volte
in una stessa configurazione; e se ¢ sono i simboli che' la mac-
china pud scrivere sul nastro, " sono le possibili scritture
sSu un nastro di lunghezza n). Poiché & é chiusa rispetto ad
esponenziale, (b) e (c¢) sono dunque equivalenti. Per induzione
~sulla definizione di & si pud facilmente provare che (a) impli-
ca (b). Il viceversa discende dal fatto che esiste una funzione
elementare g tale che se W () converge in meno di 2 passi al-
lora g (e, x,z) maggiora la COdlflCa di una computazione di ¢ ()
(g si pud fac1lmente trovare notando che la computazione consi-
ste di al plu»Z configurazioni, ciascuna delle quali usa al pid

2z caselle del nastro oltre a gquelle necessarie per scrivere lo
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’input. Allora se f é calcolabile in tempo ¢ con la macchina co-

dificata da e,

f) Uwy<gwﬂatmﬂ n(€>%:4))
e se t é elementare allora (poiché per il teorema 2 anche U e Tn

lo sono, e tale é g per costruzione) anche f é elementare. 0
Un teorema analogo vale perx &(f), quando f sia essa stessa

calcolabile in tempo elementare in f (o, come si dice, f sia

. elementarmente onesta) .

Poiché le funzioni elementari sono calcolabili in tempo o
spazio elementari, ogni classificazione della velocita di cre-
scita delle funzioni elementari (cioé ogni successione di fun-
zioni elementari cofinale in &) indurrd una classificazione del-

le funzioni elementari. A guesto proposito si ha il seguente:

Teorema 4. (BERECZKI [52], GRZEGORCZYCK [53]). Szano bO(x) = x
b (x) .
. = n
e bn+1(x) x , cioé

x
} n+l volte.

Allora:

(a) ogni bn é elementare;

(b) ogni funzione elementare é maggiorata quasi ovunque da

qualche bn’

(¢) la funzione diagonale

x
} x+1 volte
bx(x) =2

maggiora ogni funzione elementare, e non é quindi ele-

mentare.
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Dimostrazione. (a) é ovvio perché & é chiusa rispetto all'espo-
nenziale, e (¢) seque da (b). Questo é provato per induzione

sulla costruzione di &, usando ovvie proprieta di monotonia del-
la successione {bn}nEEM e il fatto essenziale che la definizio-

ne di & usa somme e prodotti (iterati) che sono maggiorati dal-

l'esponenziale (iterato). O

'Si noti che l'iterazione di qualungque funzione che cresca
sufficientemente veloce (ad esempid Zx) avrebbe prodotto lo
stesso effetto. Analogamente, se [ cresce sufficientemente ve-
loce (ad esempio ka);=2x) allora 1'iterazione di f. f(x)(x),
non & elementare in f. .

Come abbiamo anticipato, la successione {bn}nEEw fornisce

un'analisi computazionale di &:

Definizione 5. pPer ogni n,

EXP =
n

classe delle funzioni calcolabili in tempo bn

EXPnSPACE = classe delle funzioni calcolabili in

A . (|
spazio bn

Teorema 6. Teorema della gerarchia per & (rrTCHIE [63]).

(a) Per ogni n, EXPnQ;EXPn+ e EXPnSPACEﬁgEXPn+ZSPACE.

1
(b) & = Urzeu)EXPn = UTZEQ)EXPHSPACE.

Dimostrazione. (a) entrambe le parti si provano per diagonaliz-
zazione. Per le classi di spazio, si definisce una fuhzionefe
EXPn+ZSPACE—‘EXPnSPACE dapprima simulando sull'input & una mac-
caselle

china di Turing che si ferma usando esattamente bn (x)

+7

del nastro. Si determina cosi lo spazio che pud essere usato per

calcolare f(x). Poi si simula il calcolo di wx(x), e se questo
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si pud effettuare usando solo lo spazio consentito (in partico-
. lare cosl sard se %x € .calcolabile in spazio bn) allora si defi-
nisce f(x) ¢4¢x(x). Per le classi di tempo si procede analoga-

mente, simulando perd in parallelo Wx(x) ed una macchina che si

ferma in esattamente bn+ (x) mosse.

(b) poiché bn é elemeitare, per il teorema 3 si ha EXPnggﬁ e
EXPHSPACEggaq il che prova un'inclusione. Viceversa, se fEE&
allora (ancora per il teorema 3) f é calcolabile in spazio e
tempo elementari, e quindi in tempo e spazio bn per qualche n

(per il teorema 4). O

Non é noto se le due gerarchie EXPn ed EXPnSPACE coincidono,

almeno da un certo punto in poi. E non é neppure noto se le

classi da esse definite sono linearmente ordinate. Si sa soltan-

to che vale la seguente figura (dove le frecce indicano inclu-

sione) :

EXPO ——*'EXPOSPACE — EXP2 “*ﬁ'EXPZSPACE T e

} b } -

EXPZ ——ﬁ'EXPJSPACE — EXP3 — EXPBSPACE — ...

~Per concludere lo studio dilg, vogliamo misurare la comples-—
it& della funzione diagonale bx(x) che cresce tanto velocemen-
e da non essere elementare. Una possibile misura consiste nel

ontare il numero di passi necessario per definire bx(x) iteran-

o la funzione crescente pid semplice possibile (il successore).

definizione 7. (waINER [72]).

Fplx) =0

i

a+1(x) - f&‘x)+1
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per o limite

dove per a limite {ux}xffw € una successione crescente di ordi-

nali con limite o (detta sequenza fondamentale per o). O

Poiché f& per o limite dipende dalla sequenza fondamentale,
si tratta di definire sequenze fondamentali naturali. Per a<egg

scegliamo le seguenti:

+
per o = 8+wY 1: o, = B+wY-x
per a = B+w', y limite: o, = Bw X
w
} x+] volte.
per o = g€q: a = w

Allora:
Teorema 8. f (x) = b (x).
€9 X

Dimostrazione. si nota subito che per «,B<eqy si. ha

Fa - a
Ju+8(x) = Ju(x)+f8(x)
Ft@ = ala®

e quindi f&(x) si ottiene prendendo la forma normale di Cantor
di o in base w, e scrivendo x al posto di w ovunque. In parti-

colare f = bn e gquindi fﬁo(x) = bx(x). 0

(Eo)n

2. FUNZIONI PRIMITIVE RICORSIVE (10.1.84)

I risultati del paragrafo precedente possono essere interpreta-
ti come uno studio di ¢id che si pud fare senza 1l'uso della ri-
corsione, che € il procedimento classico pil comune e potente

per definire funzioni di variabile intera. Ci volgiamo ora al
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problema opposto, cercando cioé di analizzare la forza di tale

mezzo.

Definizione 9. (DEDEKIND [88], SKOLEM [23]). La classe £ delle

funzioni ricorsive primitive é la pil piccola classe

— contenente le funzioni elementari
— ~chiusa rispetto a composizione
— <chiusa rispetto a ricorsione primitiva

Flx,0) = gx)

Fla,y+1) = hia,y, f@,y) . O

Anzitutto vorremmo giustificare la particolare forma dello

schema di ricorsione introdotto: essa permette a prima vista
soltanto ricorsioni in cui il valore di una funzione in un da-
to punto fa riferimento ad un solo valore precedentemente otte-

nuto (precisamente quello nel punto immediatamente precedente).

Cid si accorda con l'intuizione, che genera 1l'insieme dei nume-

ri naturali in modo induttivo mediante 1'operazione di succes-

sore. Che comunque tale particolare forma di ricorsione catturi
in realtd l'essenza del processo di ricorsione su una sola va-

riabile discende dal seguente:

Teorema 10. Teorema di completezza (PETER [34]). 2 ¢é chiusa
rispetto ad ogni ricorsione su una sola variabile, dove per
ricorsione si intende che nel calcolo di f(x,y) si possono usa-

re solo valori del tipo f(t,s) con s di valore numerico minore

- di y (dove t ed s sono termini ottenuti da costanti numeriche,

©, y ed [ mediante funzioni note).
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Dimostrazione. In generale il calcolo di f(&,y) prendera forma
di albero, poiché in ted s possono esserci occorrenze di f.

La procedura di calcolo consiste nello sviluppare 1'albero fino

ad arrivare ai nodi in cui ci sono termini propri (senza occor--

renze di f), che possono quindi venir valutati in modo diretto;
e si risale poi nell'albero fino a raggiungere il vertice di
partenza, eliminando via via le occorrenze pil interne di f
(mediante le equazioni che definiscono ). stabilendo un ordine
per le operazioni, il calcolo perde cosi la forma di albero e
diventa lineare ma non immediatamente ricorsivo primitivo: in-
fatti il processo di eliminaéione cul si é appena accennato pud

far crescere la complessitad totale del termine (perché elimina

si una occorrenza di f, ma introduce termini noti al suo posto).

A cid si ovvia assegnando opportunamente dei numeri di Gédel ai
termini, in modo ricorsivo primitivo e tale che il processo di
eliminazione di cul sopra faccia decrescere tali numeri. Il

tutto si riduce cosi ad una ricorsione lineare sui numeri di

Gbdel. |

La classe delle funzioni ricorsive primitive ha dunque un
eccezionale interesse matematico, poiéhé stabilisce esattamente
i limiti di potenza del fondamentale principio di definizione
per ricorsione (su di una sola variabile). Dal punto di vista

computazionale, essa gode di proprietad analoghe a quelle gid

viste per &:
Teorema 11. (KLEENE [36], coBHAM [64], MEYER [65]). Sono equi-
valenti:

(a) f é primitiva ricorsiva;

(b) f é calecolabile in tempo primitivo ricorsivo;
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(¢) f é calcolabile in spasio primitivo ricorsivo.

Dimostrazibne. La dimostrazione é analoga a quella del teorema
3. In particolare lo schizzo la dato per l'implicazione (a) =
(b) prova che se f é calcolabile in tempo t ricorsivo primiti-
vo, allora f é ricorsiva. L'implicazione contraria si prova
per induzione sulla costruzione di @, e 1'equivalenza di (b)

{c) é stata provata nel teorema 3. a

Come gid per le funzioni elementari, vorremmo ora classifi-
care la velocitd di crescita delle funzioni ricorsive primiti-
ve. Non &€ perd immediatamente evidente dalla definizione di
(a causa della particolare forma dello schema di ricorsione)
quale principio adottare. Il prossimo risultato ci fornira la

intuizione necessaria: esso va nella direzione opposta del teo-

rema 10, in quanto prova come sia possibile limitarsi ad una

forma molto particolare di ricorsione senza perdere in potenza.

Teorema 12. (ROBINSON [471). ? é la minima classe
— contenente le funziont elementari

—  chiusa rispetto a composizione

;-vchiusa rispetto ad iterazione

t(n)(m)

Flx,n)

dove t(O)(x) =2 e t(n+])(m) = t(t(”)(x)).

Dimostrazione. E' sufficiente mostrare come f definita per ri-
corsione primitiva
flx,0) = g@)

flz,y+l) = hix,y,f(@,y))
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sia definibile per composizione ed iterazione a partire da f,#
ed alcune funzioni elementari. Si ponga:
t&zu,v)) = Chu,v,2),u,v+1)
s@n) = ¢ Cg @ ,z,0).

Allora per definizione

It

s(x,n) = {f(x,n),x,n)

e quindi
flx,n) = (s(a_c,n))l.

Il risultato segue perché il meccanismo di codifica e decodifi-

ca é elementare. Cl

Dungue il procedimento di iterazione che ci ha permesso,bnel
paragrafo precedente, di uscire dalla classe ‘delle funzioni ele-
mentari € in realta sufficiente, se aggiunto a tale classe come
principio definizionale, per generare tutte le funzioni ricorsi-
ve primitive. Sappiamo ora quanto basta per eéssere in grado di

controllare la crescita di tali funzioni.

Teorema 13. (supan [277], ACKERMANN [28], PETER [35], ROBINSON

.(x)~=_h(x)(x). Allora:

[487]). Siano hO(x) = x+] e h
n+1 n

(a) ogni hn é ricorsiva primitiva

(b) ognt funszione ricorsiva primitiva e maggrorata quast

ovunque da qualche hn

(c) la funzione diagonale hw(x) = hx(x) maggiora ogni fun-
zione ricorsiva primitiva, e non é quindi ricorsiva

primitiva.

Dimostrazione. (a) é ovvio e (¢) discende da (b). Questo & pro-
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vato per induzione. sulla costruzione di 2P, usando.la caratte-
rizzazione del teorema 12 e ricordando che l'iterazione di ogni
funzione f che cresca sufficientemente veloce maggiora ogni fun-

zione elementare in f. Ora, per n=2, hn cresce sufficientemen-

. te veloce (si noti che hz(x) = 2:x e hg(x) = x'2x). O

La definizione di hw cli permette immediatamente di capire

quale principio faccia uscire dalle classe P, nonostante le

" forti proprietd di chiusura date dal teorema 10. Per definire

i abbiamo bisogno della successione {h} e’ che é definita
w nncw :

dallo schema

Poiché la hn interviene non direttamente ma attraverso la sua
iterazione, ci serve anche lo schema

h(O)
n

(g+1) . _ . 4
h’n (x) = /zn(/zn ().

(x) = x

Possiamo raggruppare tutte le equazioni in un solo schema che

definisce la funzione /hi(x,n,z) = héz)(m):
hx,n,0) = x
h(x,0,1) = x+1
hxz,n+l, 1) = hix,n,x)

hh(x,n,z2),n,1).

Il

hix,n,z+1)

Tale funzione non é ricorsiva primitiva, altrimenti lo sarebbe

anche

hw(x) = hx(x) = h(x,x,1).
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'E ¢id che non € ricorsivo primitivo nella definizione di % é la
ricorsione su due variabili (1 e z). PETER [36] ha provato che
particolari ricorsioni su due variabili (precisamente quando
non ci.sono occorrenze di /4 dentro ad altre occorrenze di h) so-
no ancora ricorsive primitive. Quindi cid che rende la 4 non ri-

corsiva primitiva é la ricorsione su due variabili nella forma

dell'ultima equazione.

Il teorema 13 ci permette di stratificare le funzioni ricor-

sive primitive.

Definizione 14. per n>2, &
‘ n+l

=& ). O
M

Si considera solo n=2 perché h0, h] ed hg sono tutte elemen-
tari, e quindi generano la stessa classe. Il motivo per inizia-
re la gerarchia da 83 & puramente storico, in quanto tale nota-

zione é largamente usata in letteratura.

Teorema 15. Teorema della gerarchia per ? (GRZEGORCZYCK L531).
(a) &, =&
3]
b) - n=>3, &
(b) per ogni n 3, m’ng‘&nﬂ

(c) P = Un>3&n'

Dimostrazione. (a) ovvio, perché hZ € elementare.

(b) hn €& elementare in hn+] (per induzione su m<n, h_ & ele-
. m

mentare in hn+l perché definita pervricorsione primitiva maggio-
rata da hn+1)' e questo prova l'inclusione. Inoltre hn+] non é
elementare in hn (essendo la sua iterazione, ed essendo 4 suf-
. » V n
ficientemente veloce), e questo prova l'inclusione propria.
(¢) poiché ogni h_ & ri i imit]
p g » ricorsiva primitiva, U w3 &n CP. 11

Vic . . . . . . . . .
eversa sl prova per induzione sulla definizione di %: 1'uni-
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Eo ¢aso non banale é quello-di f definita per ricorsione primi-
tiva da ¢ ed h. Sia m grande a sufficienza da avere g,hefgn+1
(per ipotesi induttiva) ed f maggiorata da hn (per il teorema

13). Allora f é definita in 8n+1 per ricorsione limitata, quin-

di“in modo elementare, e sta quindi in 8n+1.5 O

La gerarchia di Grzegorczyck é estremamente naturale. Anzi-

_tutto, ciascuna classe &h (n=3) possiede le stesse proprieta

computazionali di & date dal teorema 3 (questo é stato provato
da COBHAM [64] e MEYER [65], e discende dal fatto, provato per
induzione su n, che hn & calcolabile in tempo elementare in hn)'

Inoltre, esistono decine di differenti definizioni di gerarchie

per &h' che risultano essere tutte equivalenti con quelle date

sopra: fra esse citiamo soltanto la gerarchia che conta il nu-
mero di applicazioni dello schema di ricorsione nella definizio-
ne di una funzione ricorsiva primitivav(HEINERMANN [61], AXT
[65]) e quella che conta il numero di istruzioni loop nei pro-
grammi per macchiné a registri (MEYER-RITCHIE [67]). In parti-
colare le classi &h sono indipendenti dal tipo di definizione
scelta, e misurano effettivamente la complessita di una funzio-
ne: se f€53n+]——&n e gﬁfgn allora f é pilt complicata di g per-
ché la sua migliore definizione & pil complessa (richiede piu

ricorsioni o pil istruzioni loop), il suo calcolo richiede piu

‘tempo e pil spazio e la sua crescita pud essere piu veloce di

quella di g.

| Poiché le funzioni hn che permettono di definire la gerarchia
di Grzegorczyck sono funzioni diagonali di iterazioni di funzio-
ni crescenti velocemente, si possono definire per le classi

-—8n gerarchie analoghe a quelle del teorema 6 per & = &3.

n+1
Altri raffinamenti sono possibili, vedi ad es. WAINER [72].
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Per concludere il paragrafo vogliamo misurare la complessita
della funzione diagonale hw' che é l'esempio canonico di funzio-
ne non ricorsiva primitiva. Naturalmente possiamo attenderci di
dover usare un grande ordinale, in quanto gid € passi sono ne-
cessari per ottenere l'iterazione della funzione esponenziale
(teorema 8), che é una funzione equivalente (modulo operazioni
elementari) ad hg' Anzitutto anticipiamo che non sard possibile

trovare un o tale che fa = hw: gid la funziore %, é solo elemen-

3
tarmente eguivalente ad f Ma per funzioni che crescono tanto
velocemente, 1'equivalenza elementare (che scriviamo Eg"e si-
gnifica che due funzioni sono una elementare nell'altra) €é una
ottima approssimazione. L'idea per il nostro calcolo é la seguen-
te: per ottenere fEO
ziale fbw E& hg e l'abbiamo iterata. L'ordinale €3 é il tempo

58 hS siamo partiti dalla funzione esponen-

necessario per completare l'iterazione, cioé per ottenere un

Poiché h € la
n+1

iterazione di hn' dovremo iterare il processo che ci ha portato

. v N . B
punto fisso per 1l'esponenziazione ordinale w

ad €(p. Poniamo quindi

Definizione 16. (VEBLEN [08]).

_ B
¢0(B) = w
¢a+1(8) = il B-esimo punto fisso di ¢a
¢a(8) = il B-esimo punto fisso di ¢Y per ogni y<a. O

Da questa definizione si possono ricavare le seguenti sequen-
ze fondamentali per ordinali limiti a‘§¢w(0):

B+1 . B
o = w H . a =W X
x

QB, B limite: ax = wa

o
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a ¢ @, = ¢é$)(0)
a=0 B o =67 @ B
oa=¢ . (B), B Limite: o, =¢  ,(B)
o = y+B, B limite: . . a, = Y+Bx
o = ¢w(0): e = ¢x(0)
(si ricordi che — come nel caso di éQ — i pﬁnti fissi si otten-

gono per iterazione, il che spiega la particolare forma delle
sequenze) . Usando tali sequenze nella definizione 7, si ha fu

per ogni 0L<¢w(0) .

Teorema 17. (GIRARD [811]).
(a) hn+2 E&f.(i)n(())
(b) hw E&,f¢ 0) "
. w

Dimostrazione. se

HO(x,y) = o/

(x)

= )
Hn+1(x,0) Hn (x,0)

x)

=7 i
1(m,y+]) = Hn (x,Hn+1(x,y)+1)

(dove l'iterazione é pensata sulla seconda variabile) allora
' h
Hn(x,O) ed L vo ’
ne si prova che per ¢n(a)=§¢w(0):

f@n(a)(x)

sono elementarmente equivalenti, e per induzio-

i

Hn(x,f&(x))

cosi che

: . O
j¢n(0)(x) Hn(x,O).
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3. FUNZIONI €,-RICORSIVE (11.1.84 e 12.1.84)

Un'idea per.estendere la classe delle funzioni ricorsive primi-
tive ci viene dall'analisi di hw fatta dopo il teorema 13: per-
mettere cioé ricorsioni su pil variabili. Tale approccio é se-
guito da PETER [36], [51] e definisce una gerarchia, nel’ senso
che per ogni 7 la ricorsione su n+l variabili permette di otte-
nere funzioni non ottenibili con ricorsioni su n variabili. Ta-
le approccio non é perd ulteriormente estendibile, e questo é&
uno svantaggio perché solo una picecola parte delle funzioni ri-
corsive é otténuta con tali metodi.

E' pid utile pensare in questi termini: definendo una funzio-
ne per ricorsione su due variabili si continuano ad usare sol-
tanto valori precedentemente ottenuti, nel senso che si usano
valori in cui almeno una delle due variabili é diminuita. Si
pud quindi ancora pensare una tale ricorsione come su una sola
variabile (la coppia delle due variabili) ma relativamente ad
un buon ordine di lunghezza w? (1'ordine lessicografico natura-
le delle coppie di interi). Analogamente, la ricorsione su n
variabili si pud pensare come ricorsione su una sola variabile,
relativamente ad un buon ordine di lunghezza w”. Siamo dungue

condotti a considerare ricorsioni su buon ordini qualunque.

Definizione 18. (HILBERT-BERNAYS [39]). Sia < un buon ordine
degli interi con primo elemento 0. Le funzioni <-ricorsive so-

no la minima classe:
— contenente le funzioni ricorsive primitive
— chiusa rispetto a composizione

— chiusa rispetto a <-ricorsione
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f@,y+l) = hix,y,f(x,q(@,y+1)))

dove g é una funzione <-regressiva, cioé q(x,0) = 0 e

q(i,y+1)<iy+]. O

Si permettono funzioni < - regressive gualunque perché in ge-
nere non esiste una funzione predecessore canonica (il problema
é dove scendere, partendo da punti limiti).

Poiché ci sono. esempi patologici di buon oxrdini (ogni funzio-
ne ricorsiva é <-—ricorsiva per un buon ordine elementare < di
ordinale w, MYHILL [53]), dovremo restringerci a buon ordini na-

turali.

Definizione 19. (HILBERT-BERNAYS [39]). Sia
w(0) =1
oty = @

Definiamo per induzione su n=1

<%: buon ordine degli interi di ordinale w(n)

ordn(x): ordinale associato ad « in <h
numn(u): notazione di a<w(n) in <n'
Cosi num ord (x) = a e ord num (a) = a per a<w(n).
n.o on nooon
(a) per n = 1: < =<, ordz(x) = x, num](a) = 0o;

7
(b) dati < , ord e num
n n n

_ = 2. %m, <
se B =w agt. .t a, con 0 a1<<..f<um € Apsevnsdy
interi ‘allora
numn+](s) = (p¥1 e epim ) = 1
num (o) - num (a )
n 1 noom



. _ a
— se 2n<;z"°<%zb1 e b= pbl'...'pzm allora
1 m
ord, (bq) ordy (by)
ordn+1(b) w‘ At n a
— <
r< .Y sse ordn+1(x)<:ordn+1(y). O

Definizione 20. (KREISEL £52]). sia o un ordinale limite:

(a) per a<gp, una funzione é a—Picorsivg se é <.~ ricorsiva,
a
dove <ﬁ € la sezione inferiore di <;z determinata da

numn(a),_per il minimo # tale che a<uw(n).

(b) una funzione é eg—ricorsiva se é o-ricorsiva per qualche

u<:€o. O
Analogamente al teorema 10 si ha:

Teorema 21. Teorema di completezza (KREISEL [52]). La classe
delle funzioni eg-ricorsive & chiusa ad ogni ricorsione su una

sola variabile (sut buoni ordini canonici di ordinale minore
di EO).

Dimostrazione. La dimostrazione & simile'a guella del teorema
10. L'albero di calcolo é‘sempre finitamente generato, ma la
ricorsione € ora una a-ricorsione per gualche a<egg. ?er poter-
la riportare in forma lineare (mediante opportune‘assegnazioni
ordinali ai termini) si passa in. modo naturale ad una wu—ricor—
sione; il che fa dunque rimanere tra le funzioni eg—-ricorsive.
3 -

Dunque la eg-ricorsione coglie l'essenza e la generalitd del-
la ricorsione su ordinali fino ad ey. Si pud provare che cid

non € vero per ordinali minori di €g. Ad esempio, per ridurre
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in forma lineare ricorsioni complicate sull'ordinale w(xn) é in

bgenerale necessario usare w(#n+l)-ricorsioni (TAIT [61], WAINER

;[72]). Dunque da questo punto di vista eoyé il primo oxdinale

dopo w che c¢i dia una classe di funzioni con forti proprieta

'di chiusura.

Per poter analizzare la struttura della classe delle funzio-
ni eg-ricorsive, vorremmo avere.un risultato come il teorema

12, che semplifica essenzialmente la forma della ricorsione.

Teorema :22.. (TAIT [61], ROBBIN L65)) . .Per-a<eq limite, le

funzioni a-ricorsive sono la minima classe contenente

— contenente le funzioni ricorsive primitive

— chiusa rispetto ad operazioni ricorsive primitive (cioé

composizione e ricorsione primitiva su w)

— chiusa rispetto ad o-annientamento, ci0é

tl(x,0) =0
tlx,y+1) = 1+t (x,q (@, y+1))
dove q(x,0) = 0 e q(i,y+l)<ixy+1 (ctoé t conta 1l numero di

passi necessari per arrivare a 0 usando ripetutamente q).

Dimostrazione. sia f definita per a-ricorsione
Flx,0) = gx)

Fle,y+l) = hix,y,fx,q@@,y+1))) .

Se f., é definita per ricorsione primitiva su w da
J7 p

‘fz(:?c,y,()) = g(x)
g(E) | | se y=0

£ole,y,z+l) = _ o
hie,y=1,1;(x,qlx,y),2))  se y>0
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il risultato di 2z passi nel calcolo di f(;,]))

[}

(cioé fZ(E,y,z)

allora

n

’ f‘(-’;:y) fZ(E:y.’t(an))' O

Teorema 23. (WAINER [70], SCHWICHTENBERG [711]). Stano

hO(x) = x+]
N (x)
ﬁq+1(x)“— hu (x)
hu(x) =‘hax(x) per o limite.

Allora
(a) ogni h, (per a<eg) é eg~ricorsiva

(b) ogni funzione ricorsiva primitiva é maggiorata quast

ovunque da-qualche hy (a<eq)

(c) la funzione diagonale heo mdggiora ognt funzﬁone €0-

-ricorsiva, e non é quindi eg-ricorsiva

Dimostrazione. (a) {% } é uniformemente €gp-ricorsiva: la

a a<w(n) ‘
definizione data sopra non é immediatamente tale (essendo una
ricorsione su due variabili 0,X), ma si pud facilmente definire

h tale che
h;m)(x) = h(wa+m,x)

Cosi {ha} é uniformemente w(n+l)-ricorsiva.

o <w(n)
(b) per induzione su €y si prova che se a<B<gg allora A
maggiora A . Questo fétto) con la caratterizzazione data dal
teorema 22 (che semplifica la ricorsione) ad un'analisi detta-
gliata (laboriosa e non banale) delle proprieta di uniformita

del sistema di notazioni ordinali danno il risultato.

(¢) deriva come al solito da (b). O
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La gerarchia di Grzegorczyck (definizione 14) pud essere

estesa in modo naturale:

Definizione 24. per 3<a<gg:

—~gse o = p+l, & = &)
ooa B

— se o limite, &d = |/ & O

B<<a B

Teorema 25. Teorema della gerarchia per le funzioni eg-ricorsive

(CONSTABLE [707, WAINER [70], SCHWICHTENBERG [711).
M)pﬁ°5<a<8§p0,ﬁd§&8
(b) 8@ = funzioni ricorsive primitive

(c) 8t = funzioni eg-ricorsive.
: 0 . :

Dimostrazione. (a) si tratta di provare, come nel-caso finito,

che se a<B<gj allora ha é’elementare'in'hB ma non viceversa.
(b) per il teorema 15.
(¢) l'unica cosa nén banale @ che-gt'isia.chiuéé rispetto ad
0

o-annientamento. Ma se

t(z,0) =0

(&, y+1) = I+6 (%, q (@, y+1))
allora o oL :

t(.%_,y) =HZ(9(;‘3%Z) =0)
dove

g(inJO) =Y
5g(5,y,z+1) = q(i,g(i,y,z)).
Se qEE&EV allora anche gfigt ‘(perché definita per ricdrsioné
0 0 .
primitiva su w). Poiché ¢ é egg-ricorsiva, é‘maggiorata da qual-

che hu (teorema 23). Possiamo supporre a grande a sufficienza
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da avere g€ & : allora t é definita mediante M-operatore limi-
ge& P

tato (da hq), quindi sta in 8& 0O

+1°

Ciascuna classe 8@ per a<¢; (ed in particolare quindi 1la
classe delle funzioni €g-ricorsive) possiede le stesse proprie-
td computazionali di & date dal teorema 3. Inoltre‘QEO pud es-
sere variamenté caratterizzata ed appare quindi indipendente-
mente in differenti contesti: é dunque una classe di funzioni
naturale ed impoftante. Citiamo soltanto i due seguenti fatti:
&90 € la classe di funzioni indotta dai funzionali ricorsivi

primitivi usati da G&del nella sua dimostrazione di consistenza

dell'analisi (GODEL [58], KREISEL [59], TAIT [59]), ed & anche

la classe delle funzioni ricorsive di cui si pud provare la to-

talitd nell'aritmetica di Peano o, equivalentemente, in qﬁella

di Heyting (KREISEL [58],[59]). In particolare, da quest'ultima

caratterizzazione e dal teorema 23 discende che non si pud pro-

vare in PA che heo“sia totale. Cid permette di provare 1'indi-
pendenza da PA di quegli enunciati veri il cui enunciato si pud
esprimere dicendo éhe un certo predicato ha sempre termine (e-
nunciati quindi di tipo VY3 ), quando risulti che il numero di

passi necessari per la terminazione é grande almeno quanto he
0

(pili tecnicamente, quando he € il limite inferiore ad ogni pos-
0

sibile skolemizzazione dell'enunciato). In questo modo KETONEN-
-SOLOVAY [81] e CICHON [83] hanno riprovato rispettivamente i
teoremi di indipendenza di PARIS-HARRINGTON [77] e KIRBY-PARIS
[82]. | |

Per finire vorremmo come al solito misurare la complessita

della funzione diagonale he Ricordiamo (teorema 17) che
: 0

h =4 f
w & ¢w(0)
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per ottenere ki 41 dovremo iterare il processo che ha portato ad
per w
hw’

fisso: in altre parole dobbiamo considerare il pid piccolo «

ed in termini ordinali questo ssignifica prendere un punto

tale che ¢ (0) = a (detto Ty, vedi ad esempio FEFERMAN [681).
o

Per ottenere A dovremo considerare i punti fissi di'¢a(0),

w2
enumerandoli in una successione Pa e prendere il primo punto
fisso di tale enumerazione (cioé il minimo o tale che Pu = o),
ecc. Siamo quindi portati a considerare. una nuova sequenza di
punti fissi del secondo ordine di ¢a(8)’ rispetto ad o (mentre
prima nella definizione 16 consideravamo punti fissi .del primo
ordine, rispetto a B). Per tener conto di questi due differenti
tipi di punti fissi, definiamo ora ¢a(8) anche per alcuni ordi-

nali o non numerabili.

Definizione 26. (BACHMANN [50]). Sia Q il primo ordinale non

numerabile:
_ B
¢0(B? =
¢a+1(8) = il B-esimo punto fisso di ¢a
sup. ¢ (B) se cofinalitd a = w
o
J x€Cw Tz :
¢Q(B) = |
¢ (0) se cofinalitd o = Q. ]
a
B8

Naturalmente, ¢a(6) € definito per o limite solovquando ci
sono delle sequenze fondamentali per a (di lunghezza w o £, a
seconda della cofinalitd di a). Ogni ordinale o # 0 ha una

espansione unica in base 2 del tipo

= of1. 8.
o = Y1+...+Q Y,

COn Y seeesY, numerabili e B]>>...>>Bn (la forma normale di
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Cantor in base ). Inzltre, per definizione €ar7 © il minimo dove 0
ordinale o tale che § = a (il primo €-numero maggiore di ). @ o) o - } z+1 volte.
x =
Quindi se a<:€Q+1 allora nell'espansione precedente si ha u:>BZ ’
e tale espansione pud® essere usata in definizioni induttive. Questo permette di definire f& per a<:¢€ (0), e si estende il

Q+1

Ogni ordinale limite a<e si pud scrivere in modo unico in

Q+1

una delle seguenti. forme: . ]

Teorema 27. (GIRARD [811]).
Y+l SERINGY. o

a = (B+t1) o o =8 (B+8), S limite .
’ ' (a) per ogni ordinale limite o<eqy, sia D(o) l'ordinale ot-—

o =0 (B+]) o a=q'(B+8), v e & limiti

tenuto scrivendo o in pura base w e pol sostituendo w

con Yy<a e § numerabili. Seguendo HOWARD [72] abbiamo dungue le con Q ovunque. Allora ha E&.f¢ -

: D(a)(w)
seguenti sequenze fondamentali per (b) h Eg.f .
Crd €0 ¢€ (0)
= QY+ : o = QY-O Q+1
[oF
Dimostrazione. se
v a. = Q' se Cofy = w ’
a = Q Y limite: ) ) H (x 7) - xy
E a, = QYo se cofy =@ 0¥
. ()
: H (x,0) = H (x,0)
a =08, § limite: o =Q'-6 a+1 a
N N . H (x 7+Z) = H(x)(x H (x,y)+1)
@, = Y8, se COfg = w or1 2Y © *Harg Y
o = y+B, B limite: o R H (z,y) = H (x,0) (0@ limite)
o = y+R se cofp = Q o a
o K] Y
JQuesto introduce le sequenze fondamentali per alcuni (ma non F o(x,y) = Y
. 0 sY =X
tutti gli) ordinali limiti non numerabili minori di e . E .
o | ford Foo@,0) = F% (@0
queste sequenze fondamentali possono essere usate per definire o+l a ‘
(x)

sequenze fondamentali per tutti gli ordinali limiti u<:¢€Q+Z(0). fFa+j<x)y+1) = Fa (x,Fa+1(x,y)+Z)

Precisamente esse sono quelle gia viste dopo la definizioune 16

Fa(x;y) =F_ (@) cofa = w
(scrivendo in generale ¢ 47 @l posto di 0] 1), pid le sequenti: x
Y _ nt Fu(x,y) = Fu (x,0) cofa = @
o=@ (B), cofy = w: Oy = ¢Yx(B) allora Y
a = ¢Y(B)' cofy = Q: ag = ¢YB(0) Hy@y) = Iy @y
Inolt '
a=¢_ (0): oy = B (O) pRoT e
Q47 F¢ (B)(x) = Fa(x,fg(x))

a
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e gquindi

)(x);

H (x,x)
[0

=71
¢D(a)(w

Ma Hu ed ha sono elementarmente equivalenti per o limite. O

CONCLUSIONE

Per estendere ulteriormeﬁte la classe delle funzioni eg-ricorsi-
ve, si possono considerare ordinali y pit grandi di e, per cuil
ci siano sistemi di notazioni sufficientemente naturali. Questo
pgrmetteré di definire la classe delle funzioni Y-ricorsive, la
sequenza {4 }

, a’o

e la gerarchia {8d}a Con alcune condizioni

<y <Y.'
su; sistema di notazioni scelto per la y-ricorsione, si avranno
connessioni fra queste nozioni analocghe a quelle espresse dai
teoremi 23 e 25. Si vedano LOW-WAINER [70] e SCHMIDT [76].

Un altro metodo di estensione consiste nel considerare siste-
mi formali per l'aritmerica piu potenti di PA e le funzioni pro-
vabilmente ‘totali in essi. Sotto condizioni abbastanza generali
(KINO [681), tali funzioni saranno esattamente le funzioni y-ri-
corsive, dove y é il pill piccolo ordinale per cui non esistano
buon ordini di talg lunghezza, di cui si possa provare il buon
ordinamento all'interno del sistema formale.

A questo punto l'attenzione si sposta dunque sulla teoria
della dimostrazione, perché nel primo caso si tratta di trovare
sistemi di notazioni naturali ber grandi ordinali, nel 'secondo
di caratterizzare 1la potenza ordinale di un sistema formale

(i1 che normalmente & un sottoprodotto delle dimostrazioni di

consistenza). Si vedano ad esempio SCHUTTE [77] e BUCHNOLZ-FEFER- -

MAN-POHLERS-SIEG [81] per un gran numero di risultati in queste

direzioni.
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‘E‘ possibile estendere sufficientemente tali metodi, cosi da
ttenere una analisi esaustiva delle funzioni ricorsive? Noi
ensiamo di no. Il continuo costruttivo si dimostra irraggiun-
gibile come il continuo classico: entrambi vengono generati me-
diante principi estremamente potenti (l'operazione di ricerca
illimitata in un caso, 1l'assioma potenza nell'altro) che a po-
steriori risultano essere non analizzabili in termini pid sem~
-plici (di costruzione dal basso). Per quanto riguarda le funzio-
ni ricorsive, almeno tre diverse argomentazioni sostengono tale
asserzioné. . )
Anzitutto,‘il processo‘di costruzione della gerarchia tran-
sfinita @i Grzegorczyck ha un naturale esaurimento. Infatti la
definizione di {& } si riduce alla definizione di {A_}
a a<ag Sala<og
e questo a sua volta si riduce alla definizione di un sistema
di notazione per og. Perché la gerarchia si possa pénsare come
costruita dal basso, si deve poter pensare che il sistema di no-
tazioni per l'ordinale a sia stato ottenuto prima della defini-
zione di f& (cioé dellé stadio a). Ora ilvsistemg di notazio-
la condizione che si

& .
B

é elementarmente onesta (cioé computabile in tempo elementare

ne per o € fedelmente rappresentato da f&
impone naturalmente & dunque che f& stia in UB‘<a Poiché f&
in f&), essa é elementare in ogni funzione che la maggiori (per
la dimostrazione del teorema 3). Quindi ha é definita in modo

naturale solo se maggiora fa. Un'estensione del teorema 27

(provata da Wainer) prova che se si pone Ql = Q ed Qn+1 1l mi-
nimo ordinale di cardinalitd maggiore della cardinalita di Qn'

allora

(0) ()"
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Per’uniformita, se §§ = SUpD O e ¢Q (0) = sup ¢ 0y, gid ai livelli di w.o w? (vedi ed esempio AXT [59], KREISEL
w n € }
n€w w n€u Q@ +1 [60], FEFERMAN [62], BAASS-YOUNG [73]).
h ' = f‘ Questi risultati, di natura diversa, fanno ritenere che una
(0) &“¢_ (0) S .
¢Qw ¢Qw gerarchia naturale ed esaustiva per le funzioni ricorsive non

. P - . . ' ; i ti i si 1ta dunque come una
e quindi ¢, (0) é il punto oltre il quale la gerarchia di Grze- esista. Il continuo costruttivo ci si preser q
w

i i ita . i i conoscenza pud® solo essere arbitra-
gorczyck cessa di poter essere pensata come costruita dal basso. totalita potenziale, la cui ¢ za p

i ‘ i RS i i rita. Il che ci conforta, se
Ponendosi comunque nella prospettiva pil generale della teo- riamente approssimata ma non esau '

ria della Complessité.nei senso di BLUM [67], si consideri una non come matematici, almeno come autori di una incompleta espo-

qualunque gerarchia lineare di classi di complessita rispetto’ sizione.

ad una qualunque misura (ad esempio tali sono le &a per a<egg,

‘rispetto alle misure di tempo e di spazioc) . Se tale gerarchia é
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