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COLLEZIONI DI BACHMANN.GIARDINI.APPLICAZIONI RECENTI.

V.Michele ABRUSCI (Dipartimento di Filosofia,Firenze)

1. - Ricordo brevemente, rinviando alla letteratu-

ra, cosa sono le collezioni di Bachmann . Una colle-

zione di Bachmann di sltezza B e di tipo y & una col-

‘lezione di ordinali ¢p dove per ciascun ordinale 1li-

mlte &< P & fissata una "successione fondamentale"
Cal(.) di lunghezza <¥ ( una funzione strettamente
crescents e continus nei limiti, definiti per ogni ¥
< cr(é.)s_b' R _convergento,ad & 3 cf(a) ="ecofinalita di

& ) , con alcune proprieti che mettono in relazione

tra di loro le =uccessicni fondamentali ( preminents

é la "n{esting property", proprieta dell'inserimento).
Le collezioni di Bachmann servono por costrulro gerar-
chie di funz:Lonl ordinali. |

Esempio A. Mgdiinto una collezione di Bachmaxiﬁ di abl-

tez'zavg e di tipd ©w si oostrulsce la seguente ge-—

. rachla (1a "gorarchla veloca") dl funz:LonJ. numerlcha

k(dafinlte per x <o) =tipo della collez;Lone) (’fa);,seo
. (x) o o

y f&+1 (x) = £, (x+1)‘ )

e £

(x) | E o )( x) se & @ limite <€,

Proprleté- por ognJ. i< €, r& é una funzione 'dinostra—
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bilmente totale in PA (aritmetica di Pesano) , f, non
& una funzione dimostrabilmonteltotalo in PA.

Esempio B. Medianta una collezione di Bachmann di al-
e di tipo O (N8 i1 primo ordlnalo noen

I\Vf(-r( ) )’ Sl

8
tezzl §a+1

numerabile e 611 44 = sup (Jﬂ(n)
costruisce la soguente "gerarchla di Bachmann' di fun—

zioni definite sugli ordinali numerabili (definite per

x<{), = tipo dellsa co}leziono) : (W&)Age

g : : +4
Y, (x) = x
i@ =y (W07
rg w;‘-x<1 WCJ“E",‘SQ 2 & limite, cf(3) =X<.fL
W, (x) ~‘¥Ca3() , 30 & & limite, cf(&) 11 .
Proprleté \y (0) & 1'ordinaie di Howard ( 1'ord1-

L1414

nale della teoria ID1 delle def1n1z1on1 1ndutt1vo)

2. - La T\; -logics ha generaliézato il concotto

S di "successiono fondamentale" in quello dl fiore, e

il concetto di "collez1one dl Bachmann" in quello di _>
giardlno. Con questl nuovi concettl viene sempllflcato
1fuso delle 0011321on1 di Bachmann e 3i sono ottenutl
.rlsultatl importanti quali il teorema della comparazio-
ne delle gerarchie ( GIRARD). - Si consideri ia éate-

goria ON (oggetti: gll ordlnall) s la categoria ON1

(oggetti. gli ordlnali e 19 classl-ordlnali D(On) doveb?
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On & la classe degli ordinali e D varia sui dilatatori).

Per ognl oggetto y di ON,, si definisce un "giardino
Jy di tipo ON", assegnando & ogni limite zz y un fiors
Fz e imponendo su questi fiori condizioni analoghe a
quelle imposte sulle successioni fondamentali nelle
collezioni d4i Bachmann. I fiori sono in particolare
"successioni fondamentali", e il fatto che essl commu-
tano ai limiti diretti comporta che gqueste "successio-
ni fondamentali' sono univocamente determinate dalla
loro restrizione ai numeri natursli. Inoltre, per ON
pud essers preso L) ,-[L o qualunque cardinale regolare:
cosi, dato un giardino, si hanno collezioni di_Bachmann
di ciascun tipo , ovvero le succéssioni fondaméntgli
hanno una lunghezza "sstensibile!. =~ Esiste un isomor-
fismo tra "dilatatori" e '"giardini", cosicché in prati-

ca (perdendo un pd di intuitivitda) si preferisce lavora-

re sui dilatatori. - Lfoperazione con cui, data unsa col-

© 'lezione di Bachmann, si costruisce una gerarchia di fun-

zioni, viene espressa in modo generale mediante un fun-
tore , il funtore N , che ad ogni giardino ( ad ogni
dllatatore) associa una fun21one normale. In part1col§}
re , il dilatatora (1+Id)( )- sup ( (1+Id)( )— @+InL:¢K

corrisponde alla collezione di Bachmann doll'esomplo B,

e l'ordinale di Howard & 1/\((1+Id)(w ))(1) .
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.3+ .~ Lo_studio delle successioni di Goodstein. tra-
dizionali ‘e quello delle successioni di Goodstein in-~ -

" verse coatituiscono recenti esempi di applicazione del-

le collezioni di Bachmann ‘e delle gerarchie su di ease:

costruite. : -

In’ ABRUSCI-GIRARD-VAN DE WIELE T4) & dimostrato (in

un_ nuovo modo ). che il teorema di Goodstein comporta . . .

.che f, = f ,_w(.).‘éfunaafunzione=totale;_ma,fé- non

o 9.

8 dimostrabiiﬁzgte totale in-PA,Lo‘dunqua il teorema

di GOOdstein,non 8 dimostrabile .in PA. |

In ABRUSCI-GIRARD~VAN DE WIELE [2]) sono-intredotte.e -
generalizzate lea”SuqcessiomiﬂdiJGOOdstein,inverse":‘
(in *cui sostanzialmente si-aggiunge "1" invece di :sot-=-
trarlos..) che terminano quando all'y-esimo termine
della. successione si ottlene {1+4Id)  (y); & viene di- -

(W)

(0) 8 I'ordinale in cui si ferma -
144
la successione inversa di Goodstein che parte da 0. - -

moatrato che qg

Dunque, -1l teorema che "ogni successione di Goodstein .
inversa termina™ non ¢ dimostrabile in ID,.
dellakﬂ; -logica in questo risultato & essenziale. -

Ltuso
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