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; UNA GENERALIZZAZIONFE DEI FUNZIONALI RICORSIVI DI GODEL

Alessandro Berarduceir (%)

Introduzione

I funzionsli ricorsivi di Goédel di tipo finito basati
sul tipo dei numeri natufali N (cfr.(7) e (8)) vengo
no generalizzati considerando come strutture base, ols
tre a N , qualsiasi algebra di termini eterogenea A
senzé generatori (cfr. (1) per una definizione di alge
bra eterogenea).

Si mostra in seguito comevrappresentare'tali funziona-
1i nel A-calcolo con tipi del primo ordine o,
alternativamente, con tipi del secondo ordine.

Qusta ultima rappresentazione e'! sostazialmente il

risultato principale del lavoro (2) scritto in colla-

‘borazione con il Prof. C.Bohm.

La presente esposizione e'! basata su una comunicazione
da me tenuta nell' ambito del convegno su "Ricorsivita'
e Sistemi Formali" (UIniv. di Siena , Gennaio 1984),

ma riSpetto a questa ha un carattere piu' algebrico

che tiene conto di risultati successivi ottenuti in

collaborazione con il Prof. C.Béhm (4).
: ; .

i(*}Ricerca parzialmente svolta nell'ambito del contratto‘
182007760.97 del CNR,progetto finalizzato per 1'informatica


Rossella
vol2
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I tipi 'del primo ordine basati su N sono definiti da:
(1) N e!' un tipo base

(ii) Un tipo base e' un tipo

(iii) Se o ;F sono tipi, «—=>§ e! un tipo

(rappresentante la classe delle funzioni da o a,‘ﬁ )

Funzionali ricorsivi di Godel
I funzionali ricorsivi di G&del sono la piu' piccola
classe di funzioni chiusa per composizione (rispettan-

do i tipi) e contenente la funzione successore s:N—=>N,
N

lo zero 0:N , e per ogni tipo X un funzionale 7,

di tipo N= (& —>o )=> A che soddisfa le equazioni
ZEOfu = u, Zg(sn)fu = f(Zynfu)
(cfr. (8) per una definizione equivalente basata sullo

operatore di ricursione R . ),

Cvviamente la funzione g:N—> o  definita da
N . :
gn =‘axnfu » soddisfa lo schema iterativo

g(sn) = f(gn), g0 =u .

I funzionali di Godel sono quindi chiusi per detfinizio .
ni-iterative. |

Si puo' anche dimostrare che i funzionali di G&del sono
chiusi per definizioni ricorsive, cioe! pef definizioni

della forma g(sn) = fn(gn) dove u: & ,f:Noasd,g:N~ol

g=R1X...XRp—> R

— 469 —

Se o« = N otteniamo l'usuale shema per la ricursione

primitiva sui numeri naturali, di conseguenza le funzip

ni ricorsive primitive sono funzionéli di Godel.

E! noto d'altra parte che, anche limitandosi ai fungzio-
ngli di Gédel di tipo N~ N si ottiene una classe
moltovpiu' ampia dells classe delle funzioni primitive
unarie.

Generalizzazione

Vogliamo ora considerare funzionali ricorsivi basati su

altre strutture oltre a quella dei numeri naturali.

Le strutture che considereremo saranno algebre etercgenee,

cioe! sistemi A-= < {8.,...,8 ), (g caeig fD

dove 81,...,8 cgsono insiemi sostegno, ed ogni

n

g€ [g1,...,gk} e! una funziocne finitaria

con p 2 0 e [R1,...,R ] <

pt1 pti

c {81,...,5n} (funzioni base).
Nel .eguitv identificheremo il tipo R1x oo X Rp;pr+1

con R,~»...»>R_—R
1 P pi1
Assumiamo inoltre che tali algebre siano algebre di ter
mini senza generatori, algebre cioe! in cui ogni elemen
to e' una parola sull! alfabeto delle operazioni base

(incluse le costanti).

Un esempio e! 1l'algebra N = Cfy ], {s:n—- N, 0:N § > .
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‘Data-un' algebra A = <(S1,...,Sn5 ,{-g1,...,gk},> '
definiamo itipi relativi ad A come nel paragrafo
precedente considerando pero! S1""’Sh anziche! N
come tipi base.

Per ogni ‘n;upla di. tipi ;;‘ ﬁ,...,“%‘ e per ogni
s€ {s;,...,5, ) definiamo 1'operatore 75 nel modo
seguente: | |

per ogni g€ [gT,...,gk} » di:tipo RT*..,* R_—> R

P pt1 -

per ogni: X1""’Xp nel dominio di g; » © per ogni

hy,...,h,_ tali che , per q = 1,...,k, il tipo di b,

1 k

si ottiene dal tipo di 8q sostituendo NT""’ X
: n

al posto di ST”"’S rispettivamente, vale la seguen

n
te equazione:

. R ' =
(eq): 73 (gix1...xp)h1...hk =

R

= 1, (2] x;hye..n) ..l (s8] X By esohy)

(la scelta dei tipi di hT""’hk el la piu! generaleA
che renda le equazioni €Qqs . .vseq) sensate).

E! chiafo che 1le kkquazioni eq1,...,eqk defihisconq
n operatori %? ,...,Zg con una induszione incrociata.
Nel caso dell’algebra ‘N abbiamo di nuovo lé due equa;
zioni Zf(sn)fu = f(anfu), %fOfu = u |
(tante quante sono le operazioni base), e un solo opera

N . . s ~
tore 7, (tanti quanti sono gli insiemi sostegno della
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algebra).

La definizione‘dei funzionali di GSdei si generalizza
ora‘immediaﬁamente, mutatis mutandis, a qualsiasi alge
bra A come sopra.

Una conseguenza immediata delle equazicni ©Q 5. eseqy
sono le n equazioni a punto fisso .

(fixj): Z§5Xg1-..gk X dove & = S1,...,S
sje{s1,...,sn73 ed x ha tipo ‘sj.

In particolare -zﬁnso = n (per né€ N).

In effetti e!' stata proprio 1l'idea di generaliziare
questa ultima equazione che ci ha condotti alle equa-
zioni €qqseerseq) . Questa e' anche la ragione per cul

e! stato preferito un trattamento basato sulla iterazio

"ne anziche! sulla ricursione.

Applicazioni al A -calcolo
Vogliémo ora svilupparevun sistema di notaiione o]
"linguaggio di programmazione" per i funzionali ricor-
sivi generalizzati. Considereremo due possibilita’
alternative., La prima possibilita' e' di lavorare nel
tx -calcolo con tipi del primo ordine esteso con
l'aggiunta di nuove costanti che rappresentino gli

S

iteratori ZE e le costantl base g1,...,gk (nel

senso che postuliamo nel N -calcolo delle equazioni
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corrispondenti alle equazioni €Qqseeereqy ).

In questo modo otteniamo un linguaggio tipato in cui
si rappresentano tutti e soli i funzionali di Gddel
generalizzati

L'estensione e' necessaria nel senso che non e possi-
bile rappresentare i funzionali di Gbdel nel 2-calc9
lo con tipi del primo érdiné non esteso (segue facil-
mente dai risultati sul potere espressivo del ')—calcg
lo del primo ordine esposti in (6)).

Intuitivamente questo dipende dal fatto .che i tipi del
primo ordine impediscono le definizioni a punto fisso
e in particolare ricorsive. |

La seconda possibilital, relativamente~éorprendente
date le considerazioni precedenti, e' di lavorare nel
A-calcolo con tipi del secondo érdinéiéénza llaggiun-

ta di alcuna nuova costante. (cfr.(4) per alcune appli-

cazioni all'informatica teorica e per un confronto econ’

altri lavori sulla rappresentazicne di funzioni'nei

) -calcolo basati sulla teoria della dimostrazione);
Per semplicita' consideriamo daﬁprima una,versidné
senza tipl della nostra rappreSentazioﬁe;

E' noto che hel } —calcqlo e' possibile rappfeéentare
s:N—N e O:N con termini s,0. definiti da

gxfu = f(xfu),  Oxfu = u

— 473 —

dove  x, £, u ' sono variabili del J-calcolo (efr.(5)).

Il numero n e'! quindi rappresentatodal termine

n = sl.e. (s 0) (n volte).

Notiamo che le definizioni di " s, 0 ricordano le
: N .

equazioni Zf(sn)fu = f(%fnfu),-~ @xOfu = u

con la differenza che gli operatori iterativi Qﬁ

sond stati omessi (informalmente e!' come se avessimo
posto n = %yn ).

Questa considerazione ci suggerisce come rappresentare
nel M-calcolo qualsiasi aligebra A come sopra.
Intuitivamente bastd considerare le equazioni
eq1,..,éqk e sopprimere gli ZE -3 piu' esattamente
dalla equazicne eq otteniamo la seguente rappresen-

PN

tazione ‘gi_ del generatore g5

(eqi%):. gix1...xph1-..nk =
hy (xByeeahy ). (xph1 ool )
dove X ,ese3X _,h.,...,h  sono variabili del )—calcg
1’ "Tpt Tk
lo.

Poiche' abbiamo -assunto che ogni elemento di A e!
uﬁa parOla sulltalfabeto delle operazioni base, la rap
presentazione di Biov o288y induce in modo ovvio. una
rapprésentazione di tutti gli elementi dell'alerebra.
L'utilita! 'di questa rappresentazione delle algebre

e! nel fatto che essa fornisce un metodo immediato
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per rappresentare i funzionali di Godel generalizzati
su tali algebre.
In particolare data A =¢ {81,...,Sn@ , {g1,...,gé>,

il funzionale H di dominio Sj definito iterativa-

Sq

mente da- Hx = 2 xh1..‘.hk e! rappresentato dal

termine H = TXX.(XQ1...Qk) dove ‘g1,...,g

k

rappresentano hq""’hk rispettivamente.

Intuitivamente per rappresentare unfunzionale H
definito iterativamente, basta applicare il generico

argomento x di H alle funzioni h1,...,h in

k
termini delle quali H e'!' definito.

" Tipi del secondo ordine

Accenniamo ora brevemente a come sia possibile intro-
durre i tipi del secondo ordine.(cfr.(6)).
A tale scopo ci-basiamo ancors sulle equazioni eq; »

ma modifichiamo le eqi* in

(eqiff): Bi¥qeesXp¥eeedhyoiihy =
hi(X1u1..‘unh1'..hk)..‘(xpd‘]...qnh‘]"'.hk)’
dove %1,...,dn = o sono variabili di tipo e dove

il tipo di £ e' scelto nellfunico modo possibile
affinche', se g5 -e' una funzione base
gi;Si(5)~n"ﬂSi(p)_% Si(p+1) allora (x1«1}..dhh1...hk)
‘ X hyeeohy)

i N “' ""’ * & i d.
ha tipo 1(1) (xpo(1 ha tipo i (p)
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S

Analogamente se Hx = ZJ ;ch1...hk allors la

funzione H e! rappresentaté dal termine H =

= 'kx.(xd1...unh1...gk) dove h;,...,h, rappresen-

tano h1,...,h e 11 tipo di x e! scelto in modo da

k
rendere il tefmine H correttamente tipato.
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