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:MODELLI f£-AMMISSIBILI DI TEORIE DEGLI INSIEMI ®

' MARCO FORTI - Dip. di Matematica - Universitd di Pisa.

O. L'uso di relazioni f-ammissibili per costruire modelli
di teorie degli insiemi di tipo Gddel-Bernays & stato introdot-
to in [1] allo scopo di dimostrare la consistenza relativa degli

assiomi di libera costruzione ivi trattati.

introdotte indipendenﬁk’ementer
anche in [5] per stabilire la relativa intérpretabilité di teo-~
rie pid deboli di ZF e in [:4] per lo studio-di analoghi problemi
in teoria costruttiva degli insiemi.’ | '

Modelli f-ammissibili sono usati anche ‘in [2,3] nello studio
dei rapporti intercqrrenti fra varie formulazioni assiomatiche
dei principi di vscelta e di libera costruzione. A taie scopo &
necessario associare ad un modello base m un modello f-ammissi-.
bile n, verificante un aséioma di liberé costruzione, che man-—
tenga alcune caratteristiche essenziali del modello di partenza
(in modo che, p. es., se mdiscrimina due assiomi di scelta S
ed Sé, anche 'ﬂ) verifichi 1'uno e ndn lfaltro) . Inoltre non si
possono in generale assumere in mle forti proprieta che aveva-

no semplificato-la costruzione in [1:1 .

® I risultati qui espoéti sono integralmente frutto della colla-
bordzidne scientifica dell'autore con F. Honsell, col cui con-
senso sono qui pubblicati. ‘
L'autore ringrazia E. De Giorgi e M. Boffa peér utili discussio

1

ni sull'argomento.
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In questa nota si isoleranno le condiziqni essenziali alla co
- struzione di modellivf—ammissibili ed alcune{proprieta dei loro
universi. |

La_teoria degli insiemi di base saré quella di Gédel-Bernays
senza fondaZLOne né scelta (cioé con gll a5510n1 del soli gruppi
ABC) Per le nota21on1 ci 51 atterra ad [1], cui si rimanda.anqbe

per tutte le definizioni non rlpetute qui.

. sia £ : A~ G°(A) una funzione fissata (A pud essere un in-
sieme o anche una classe propria).

Una funzione g : A > E si dice f-induttiva se g(a)=§(f(a))
VaeA (noteremo Sempre E(x) ={f(y) | yexndomE}) .
| Data una relazione  riflessiva e simmeétrica ReaZ si definisce

la ‘relazione R mediante
R={(x,y)| vSef(x)E)‘tef(yi"th & Vt&f(y)ﬂsef(k) tRs}.

La rela21one R si dlce f conservatlva, £ compatlblle,_f ammis-—

51blle secondoche si abbla RCLR RT>R R rispettivamente.
Data una relazione R f conservatlva (rlsp f-compatibile) esi

ste la minima rela21one f amm1551blle RIDR (risp. la massima re-
2dna k : Zezeoa te

la21one f-ammissibile RS;R);,essa pud essere definita per induzig

ne ordinale ponendo

R =R,R =R, R = \g/ R (risp; R = ,h\
O e gl e e <A g e s SA oA,

Tale procedura conserva la tran51tlv1ta, e qulndl se R e un'e

‘guivalenza’ anche: R (risps R) 1o sono. In particolare: esistono la

V
minima e la massima equivalenza f-ammissibile (pre01samente = e

R) per Alimite.
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2 s .
A"}, che saranno indicate con Ef e gjf'rlspettlvamente.

Si noti che-ad ogni funzione f-induttiva g & naturalmente as--

sociata un'equivalenza f-ammissibile

Rg={(x,y)|g(X)v=g(y)}. I1
problema inverso di trovare una funzione f-induttiva che genera
una data equivalenza f-ammissibile porta direttamente allo stu-

dio del principio di libera costruzione, per cui si rimanda a

[1],.come pure per. le principali proprietd delle reldzioni f-am

missibili, ‘fra cui quelle sopra elencate.

2. Ognigualvolta un;equivalenza f-ammissibile R & generata da

una "proiezione canonica m: A->B t.c. x Ry<==>7 (x)=m(y) si pud

deflnlre su B una relazione binaria é ponendo

‘L

TT(X)G TT(Y) <=5TUx)EEF (TT(Y)) = f(£(y))
. RO . . £
A >Qa)
v(fR & la funzione che rende commutativo il diagramma |m %
- . ° . f . '
B ——R>G)(B)»

Per ogni ECA’ si deflnlsca la sua saturaZLOne (rispetto ad R)

ponendo satR E = {xeA | ay‘e E ny}

.Sl ha allora (vedl [3]

Teorema (B 6 ) € un modello di ZF se.soﬁo verificate le se-
guenti condizionj: o ‘
( ) VCfCEszA) t. c. (x y)cC & (x,y')eC:asatRyzsatRy'
HceA t.c. sat f(c) =sat {aeA\Eyecod C satRyzsatRf(aj
(11 ?af}q w—sf{a ) ct.c. ';n¢m:%q(n) R (m)

-11 modello (B, e ) ‘pud essere estesoin modo naturale ad un mo
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dello di ABC, che si indichera conW/R e sara detto modello f-am-

missibile generato dalla relazione R; basta prendere come classi

di Cy(/R le immagini mediante 7w delle sottoclassi ' di A e come ap-
partenenza ad una classe propria. 4di QIZ/R la vera appértenenza (ov.
viamente le classi proprie sono quelle che non appartengono ad
fR(B)) .

Quando le costruzioni precedenti sono intese in modo assoluto,
e anche quanto sono relativizzate ad un modelle base-~m (purché
non solo R ma anche 7v sia una classe in 9)%) la condizione (i) si
riduce a (i)* .fRiB-%&\(B) & surgetﬁiva ,
che & la condizione assunta nel teorema 3.8 di [1]

La (i) richiede in generale che ad ogni collezione di parti di
A parametrizzata da un insieme corrisponda un elemento di B ;essa
¢ sufficiente ad ottenere la validita di tutti gli assiomi esclu
so quello dell'infinito (che segue da (ii)). La (i) pud valere perd
solo se A & una classe propria in %, e quindi 1'esistenza di w
non & vgarantita a priori, a meno che ‘TIZ non verifichi l'assioma

H : Ogni relazione di equivalenza possiede una proiezione canonica.
o .

Tale assioma, ovviamente assai pil debole di

H : Ogni relazione di equivalenza possiede una classe di rappre-

sentanti, secjue gia, col ben noto "trucco di Scott", dall'assio-
ma di fondazione D; in realta per avere Ho € chiaramente suffi-
ciente un assioma di accumulazione- o stratificééione, come

.RA: V= U V i.e. l'universo & unione di insiemi indicizzata

a€0rd o
con ordinali. (H & invece una fortissima forma di scelta, ed éfa_

perto il problema se H implichi un buon ordinamento dell'univer-

-

— 483 —

s0) .

Si osservi perd che per dedurre (ii) da (i) non occorre in realta
che 1'intera funzione w sia inm, ma bastano del]:e "approssima-
zioni locali" di w. Pid precisaménte si assuma che mverifichi
l'assioma seguente (che non implica alcuna forma globale di scel-
ta)

X
¥xSC : Ogni relazione binaria il cul dominio & un insieme inclu-

de una funzione con lo stesso dominio;

allora la condizione (i) & sufficiente perché QYR sia un modello .

di ABC.

3. Dati due modelli m,% di ABC diremo che % € un sopramo-

dello controllato di Cn?oo che Mo & un sottomodello controllante

di % (in simboli m<<% ) se

'(a)‘ le classi di Om,,sono le sottoclassi, in%, dell'universo M

di m;
(b) gli insiemi di % sono 1 sottoinsiemi di' M in%(i.e.M:@n(M));
(é) 1'universo N di 9} e equipoténté, in % rad M,(i.é.% F VedM) .

Se il modello base m verifica l'assioma di von“Neuman V/uOrd
(come in [1] thms. 4.2, 4.5) la condizione (i)* & sufficiente per
garantire che ogni modello f-ammissibile %=CUC/R € un sopramodel
lo controllato di W4 in quanto allora m & in N e ogni classe
propria € equipotente in m all'universo.

Condizioni meno restrittive consentono comunque di costruire
sopramodelli. f-ammissibili‘controllati. Poiché 1l'uso dei modelli

f-ammissibili & particolarmente indicato per ottenere modelli di
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assioni di libera costruzione, terminiamo questa nota con alcuni
teoremi al riguardo.

Richiamiamo qui 1 seguenti assiomi (che sono i.pid forti fra
quelli studiati in EQ):

X1: Per ogni funzione f esiste un'unica funzione f-induttiva g;

t .
X1: Per ogni funzione iniettiva £ che induce 1l'identitd su un in-

sieme transitivo T esiste una funzione iniettiva f-induttiva

g che & 1'identita su T.

Denotando con [I la classe degli insiemi ben fondati si ha

Teorema 1: Dato QYLk=ABCD esiste un modello QZPAchl tale che

. M=qu;Q% & unico(a meno d'isomorfismi)e si ha 972<<7Z

Pertanto ogni modello di ABCX1 & determinato univocamente dai -

suoi insiemi ben fondati e verifica l'assioma V =2 1.

. ' v : - B v Co
Teorema 2: Dato 9Vl ABCD esiste un modello % EABCX| ‘tale che
i

M= o My <.

PiG in generale se MJEABCH esiste un sopramodellc controllato
o

‘.TYZ.<<7}29 t.c. %vFABCXt .

i

Per dimostrazioni € risultati ulteriori (in particolare in rap-

porto con assiomi di scelta) si rimanda a Dﬂ , Eﬂ.'
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