Estratto da

C. Bernardi e P. Pagli (a cura di), Atti degli incontri di logica matematica
Volume 2, Siena 5-8 gennaio 1983, 6-9 aprile 1983, 9-12 gennaio 1984, 25-28
aprile 1984. o

Disponibile in rete su http://www.ailalogica.it

— 487 —

S.Ghilardi, G.C.Neloni, C.Piersantini

ALCUNI RISULTATI SULLE LOGICHE INTERMEDIE PROPOSI-

ZIONALI

51 mostra che 1l'algebra dei crivelli di un or
dine verifica la condizione’di Kreisel-Putnam KP)

[ l] se e solo se detto ordine soddisfa una oppor

~ tuna proprietd "elementare" P), Si dimostra poi che

lo spettro primo di ogni algebra di Heyting che ve
fifica KP) séddisfa P), fornendo cosl un teorema di
rappresentazione.

Usah&o la usuale terminologia logica, cid si-
gnifica che:
1) la logica KP) & valida negli oraiﬁi che soddisfa

" no P),


Rossella
vol2
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2) se ber un ordine sussiste il teorems di validita
per la lovica KP) allora tale ordlne soddisfa P),
3)‘per ogni teorla prop051zionale 1ntulzlonista in
cui & dimostrabile lo schema KP) ( formulafa iﬁ
un linguaggie di cardinalitd arbitraris e avénte
un insieme arbitrario di assiomi ) vale il teo-
rema di completezza rispetto agli ordini che sod
dlsfano P). |

51 noti che 1'analisi di Gabbay [ 2 | [3 |
8l limita alla logica KP) pura.

Un discorso completamente analogo & svolte pef
una famiglia di varianti della logica di Kreisel
Putnam, definita ﬁer»ogni'intero'né;Z'dalla condi-
zioné'[ 4 ]'

KPL» (412~;f1x4v ;..V‘1xﬁ,)F%¥(“1x_a*1x4)’v'
eeo Vv (4 X—Xx_ ), |
relativamente‘alla quale viene intreodotta una pro—v
prietd "elementare" P)_
“Si‘mostra poi come gli eféini che seédisfane

rispettivamente le condizioni P) e P)”V siane"a-
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malgamabili" in medo da fornire una dimestraziene

 semanticaYdel1a,primalité delle legiche pure XP) e

KP)ﬁ‘._
S1 presenta infine un teorema che caratteriz-
za,.rispéttw ad un linguaggie fissate, le teorie

pfime in termini di loro pessibili presentazioni.

Di tale teorenma si fornisce sia una dim@straziene

semantica basata sui modelli dl Krlpke, sia una di

~ mestra21@ne sintattica in termlnl del c@ncette ai

"forte dlmestrabilité" [ 5] .

1. Sia < S , E> un ordine, essia un insieme mu-~

nite di una relaziene binaria riflessiva e trangi-

tiva, e sia 5. 1'algebra di Heyting dei suei crivel

11 (un crivelle & un C<S tale che <cC e (> o

‘implicane e C )

PROPOSIZIONE ‘L'algebra di Heyting G verlflca
KP) VABCC\G (‘1A——>BVC)§(1A——‘7B)U("|A

— c)

se e sole se <S5 ,C > soddisfa la preprietd del
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brime ordine

B Vo Voo Vycod ITc(pEde Lo
eVEED INEL(NER o T EY))

Nel corse della dimestrazione la condizione del
secende erdine KP) viene ridetta al pPrime erdine 89
stituende a B ed a C i crivelli massimi che soddisfa
ne eppertune cendizioni e, dualmente, a -1 A un ep—
pertune érivelle negate minime .

Per insiemi eriiﬁati finiti la P) & equivalen
te alla cendiziene di Gabbay i3:}£4’], ma,‘per in
slemi infiniti, in generale vale sele che 1a condi

ziene di Gabbay implica P)

TEOREMA. Se H & un'algebra di Heyting, eoasia & u-
na teeria prepesizienale intuizienista ( in forma

invariente rispette alle pesasibili presentazieni )

che soddisfa
KP) VX,Y,ZQH ("X—ﬁy\/Z)k——-—(“\x_yy)v(—\X

> z)

allera < spec H , 2>, essia 1'ordine bage del mo-
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dello canenice di Stene-Kripke, fermate dai filtri

primi, seddisfa la condiziene P)

Dimostraziene, Se o ’F5’7Y gsone filtri primi tali

che [5 2 e ‘X‘Q ol allera il filtre generate éda
oL U {'wx | TX e fB Ny k
& un filtre prime, in quante in H vale KP), e inel

tre soddisfa la preprietd richiesta per § in P)

2. In analegia al punte precedente si ha, per n

> 2, la seguente

PROPOSIZIONE. L'algebra & dei crivelli di un or-
dine < S ,C > seddisfa |

KP) \7’A,A4 , ...,Amg_fz (HA—" 4 vV ooV
WAW )|~—-—(*|J£\.~—:7‘1A4 IV eeev ((A—sTA_ )
‘8¢ e gole se < S ,E > seddisfa la zeguente preprle

t4 del prime erdine

P),, Viotsp ...,[%m,\(, ceny (UA E/’ EJ} =
35@{@35;;5(&{ )) Vecs ]'?té(\/yf p)J)

Quegta vslﬁa il ﬂecenio erdine dl KPln h rldg
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ce al prime erdine censiderande il minimo dei - A

e degli A; che seddisfa eppertune condizieni .

TEOREMA., Se H 2 un'algebra &i Heyting che seddi-

sla

I@)’Y\/ VX,X4 'OQQ,XWG:H(-‘X—")*lxﬂ\/ l"\‘-lxw)
— (7 x — 7 X, )V eeev (71 x —» 7 Xey )

allera < spec H , 2> agpdadisfa P).. .

Dimestraziene. Se '%1 2(%LZZb< sene filtri primi,

8l mestra che lé cendiziene su 9 richieéta da P)m/

equivale ad avere intersegione vueta ceﬁ X:=‘£j;f5L
. Aea

e a contenere Y:=<x\J(N'r\thFa), deve Y. = {7><!

Xe”&ﬁelqz{vxlx@ Hﬁ.

L'esistenza di un tale filtre prime % segue alle-

ra dal lemma di estensiene a patte di mostrare che

l'ideale generate da X ha interseziene vueta cel il

tre generate aa Y, ceaa che gl dimestra usande 1sa

preprietd KP)W? .

3. Per dimestrare semanticamente la primalitd del
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la legica KP) pura, basta, dati due‘ordiné < S4 ,
C,> e<S,,LC,> che soddisfane P), cestruire
un nueve erdine < S ,C > che goddisfa P) e del qua
le S, e Sz siane dei crivelli .

Le stesse per KP) rispette a P),

In entraibi i casi una cestruziene di <« S y L>
che fa al case nestre & la seguente

S:=5Ab 5 (5 % 8,)

oag(b:<_'>(o<,(ses4 e 041_;4[5) °
(L ,Pes, e oégi(s) ®
RXQS4‘e(3=<ﬁ4,@2>eSAx\SL e
FE () o
(te's, e =<"(54’(3’2,\"e S, < S, e
*L.f,) °
=<, e 8, 1 8, e =<p, B>
€85, %8, e (LB e ,L B)
che =i pud vedere"fisicamente" ceme "l'uniene" di
due cerpi, se gli erdini vengene pensafi ceme cerpi

nel senge ai totalifé di settecorpi muniti della re

laiiene €1 ineclusiene .
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4. Censideriame era un linguaggie prepesizienale
oﬁ avente come cennettivi A ,v —>, £ e-dotate di-
un insieme di cardinalitd arbitraria di "lettere"
prepesizienali ; |
Da egni presentaiiene Y y €1 una teeoria inae,

81 pessene eliminare: gli assiemi del tipe A B, 86

stituendeli cen A,B; gli assiemi del tipe A—> 3B, cen

v — A, sestituendeli cen B; e gli assiemi del tipe
Av B, cen almene une dei due disgiunti dimestrabili
in U , sestituendeli cen une dei disgiﬁnti dimostfg
bili in 7 . Ne segue che egni teeria in o pud es-

gsere presentata in L cen un insieme di assiemi cen
tenenti sele fermule atemiche, implicazieni cen an

tecedente nen dimestrabile nella teoria e iisgiun—

zieni con entrambi i iiagiunti nen dimestrabili nel
la teeria. Particelarizzande alle teerie prime si

ha allera un late del seguente

TEOREMA. Una teeria &i un linguaggie L @ prima se
e sele se pud emsere presentata in L cen un insie

me di assiemi formate da lettere prepesizienali e
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da implicazieni con antecedente nen dimestrabile

nella teeria .

L'altre late del teorema si pud dimestrare se
manticamente con 1'use dei medelli di Kripke. Basta
infattli aggiungere un massime al cepredette di un
centremedelle per A, cen un centr@m@ﬁeile per B;
cen un centremedelle per C, per egni assiema del ti

pe C—>D. In tal mede si ettiene l'universe di un

medelloe della teeria che falsifica, nel massime, A

\/.B>o
Una dimestraziene sintattica pud essere data,

alternativamente, intreducende la relaziene di "fer

te dimestrabilitd”, in simbeli V\— A, definita per
induziene su A nel mede seguente [ 5 ]

; V“”__ , ,;357 Fep s Ve £ Vi— AAB : >

V“__ A e V”__B ;i Vi— AvB : & Vi—A o Vi—3B

VW-k%B:QqVFthBe(WPAzgﬁhB),
I1 neme "forte dimestrabilitd" si spiega col

fatte che, per egni | e egni A, se \"j— A allera

t’g_‘Ab I1 valere dell'implicaziene inversa carat-

?
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terizza le teerie prime, essia Vo prima se e golo se pud essere presentata mediante un insieme di re

se, per ogni A, Vi— A se e solo se M A 1321on1 del tipe xx Y cen x;{l, essend@ v la een-

Per insiemi v, fermati da lettere prapesizie gruenza generata dalle relazioni assegnate .
nali e da 1mpllcaz1on1 con antecedente n@n almastra ,
‘ S o » 5 I risultati espesti in queste punte =i esten-

bile in V', ai &im@stra p@l, per 1nduz1@ne sul coen— 3 '
: g ; : done, usande i sequenti in luoge &ell'implicaziene,

cette di dlmestraz1ene 1ntulzlenlsta, che ge V}_* A : _ i
S ai reticeli distributivi eventualmente detati di ne
allera Yﬂk~_A da cui segue che tali V' gene priml.
' gaziene intuigzienista . =

Dal raglenamentl SVQltl per dlm@strare il tee

rema segue che se T' & f@rmat@ da fmrmule dl Harrop,

5 5

peiché queste ultime sene sempre 1ntulzlenlst1camen
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