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CALCOLABILITA' NEI TEMPI SUPERIORI
E IL DOMINIO UNIVERSALE Puw ()

G. LONGO, S. MARTINI

La calcolabilitd nei tipi superiori, nel passato studiata

approfonditamente da matematici e logici, & stata di recente og-

getto di attenzione anche da parte di ricercatori di Informatica
Matematica: l'osservazione che le trasformazioni effettive di fun-

zioni sono (modelli di) programmi che agiscono su altri programmi

& fin troppo ovvia. In effetti il lavoro che qui si vuole breve~

mente presentare & stato suggerito sia da motivazioni "informati-

che" che da interessi "logico-matematici". L'idea originale, in-
fatti, di estendere la nozione di operatore di enumerazione per
Pw (Rog [19671) di tipi superiori, e di indagare dunque le rela-
zioni tra questo concetto ed alcune classi di funzionali effetti-

vi (in particolare i funzionali calcolabili di vu. Ershov,

Er [1976])) sembrava di un certo interesse per la teoria della cal-

colabilitd. D'altra parte 1'"approccio astratto" alla calcolabi-
litd nei tipi di Ershov (ispirato a Scott, Scott [1981]) & forte-

mente legato ad una delle problematiche pil attuali dell'Informa-

‘tica Matematica, ciod la ricerca e lo studio di

'strutture dati"

astratte su cui si possono introdurre nozioni di effettiviti. E'

stato allora interessante vedere come tali strutture astratte (i

domini di Scott, vedi piii sotto) potessero essere immerse all'in-

»terno di Pw in modo da mantenere (in tutti i tipi) esattamente

le caratteristiche dell'immersione dei funzionali di tipo 2 da-

ta da Myhill e Sheperdson in Py stesso (MS [1955]))1,9, corri-

spondenza tra oggetti calcolabili e insiemi r.e.,applicazione

funzionale rappresentata mediante l'operazione di "applicazione®
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(H.Il)

in una opportuna struttura di tipi all'

in Pw). Cosi facendo si riescono anche a caratterizzare,

interno di Pw, diverse

classi di funzionali introdotte in passato nelle letteratura.

51. Domin® e Pw

La nozione di dominio & stata introdotta da Scott [1981]:
sia (X,<) un isieme parzialmente ordinato e si ponga
v
X = {yeX/x<y} Un dominio & allora un c. p.-o algebrico (X,X ,S),
dove XO = {xeX/x é aperto nella topologia di Scott} (l'insieme
degli elementi compatti) e XO ha "bounded joins"; ovvero se

€x C . . <. . .

»Y €&, somo compatibili (i.e. JzeX X »Y, <z; notazione xO+JO)

allora xOUyO esiste in Xo. Un dominio presentato effettivamen-—
te (p. eff.) (X,XO,V £} & un dominio a base numerabile tale che,

per l'enumerazione fornita v:w —X
v(piUv(q)
eff. (X,Xo,v,

X .
Xe C)

o’ V(n)+v(m) & decidible in n

ed m e v(n) = ¢ decidibile in n,p,q. Un elemento

x di un dominio p- <) & calcolabile se {n/v(n)s<x}

€ r.e. (notazione: Dal momento che la categoria dei domi-

ni & cartesiana chiusa (con

le

le funzioni continue come morfismi)
nozioni di compatto e di elemento calcolabile somno immediata-

mente ereditate ai Cont(X,Y)
c

tipi superiori. son le funzioni

continue e calcolabili da X a Y. Per verificare che una fun-

zione & calcolabile & utile il seguente

Lemma. Sia VvV e u le enumerazioni di Xoe YO (rispett.)
feCont (X,Y) sse feCont(X,Y) e p(n)s<f(v(m)) € semideci~-
e £
dibile in n ed m.
Dato un dominio (X,XO,S) e Yc X 1la topologia (di Scott)
di X induce su Y una struttura; posto Y0 = {er/?S_Y

€ aper-~

to nella topologia indottal}, vale infatti il

Sia (X,X

(Y,Yo,s

un dominio.

Lemma. chiuso

di X,

<
o’ )

é un dominio.

Per ogni Yc X,
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1.3 Definizione. Sia (X,XO,S un dominio p. eff..
Yc X & effettivo sse 'V(n)eY @& ricorsiva in ,n.
Chiaramente ogni sottoinsieme chiuso ed effettivo Y
dominio p. eff. X & anch'esso un dominio p. eff. e si ha
Y = ¥nX
c c o
. Si noti adesso che, fissata un'enumerazione {en}new dei
sottinsiemi finmiti, (Pw,Pwo,i) & un dominio p. eff. Ebbene tale

dominio & "universale" nel senso che ogni altro dominio p.

vi pud essere immerso nel senso della seguente

R S R O S

Per quanto riguarda il prodotto si definisca, per a,bePw

<<a,b>> = {<1,n>/nealui<2,n>/neb}

1.4 Definizioune. Dati due insiemi X ed Y, una retrazione
(g,f) & una coppia di funzionmi g:X =Y, f:¥Y >X t.c.
fog = idX (notazione: X9Y wvia (g,f)). Se X ed Y sono
domini p. eff. e f,g continue e calcolabili si scrivera
X4 Y,
c

|

% . . .

% 1.5 Teorema. Sia (X,XO,$ un dominio p. eff. Esiste allora

§ AXE Pw chiuso ed effettivo t.c. XdCAX.

:

§ §2. Strutture di tipi in Pw

|

g : Siano a,bePw. Si definisca

. .

% a*b = {m/ﬂeng_b <n,m>eal = Puw.

§ FaDatd A,Bc Pw si ponga

% A-r B = {dePw/VaecA daeB}c Puw

%

e 'dunque

A B = {<<a,b>>/aeA and beBtc Pw

£ X

.1 Teorema. Siano A,B sottinsiemi chiusi (ed

di un

eff.

effettivi) di



za

che,
struttura con
pl morfismi per ciascuna’funzione (considerata cstensionalmente

nel senso-della teoria degli insiemi).

Si ponga V = voavT; v =v? X vty

v®

che ¥
he O € TE v

dominio p. eff. di Puw.
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. . .. PR Pq . . . g .
Pw. Allora A —3B, A x B e AnB sono chiusi (ed effettivi). calcolabili in calcolabili, xeXi corrisponde in A ad un in-
sieme r.e. .

Definizione. I simboli di tipo generalizzati T sono il mi-~

nimo insieme contenente l'insieme AT dei tipi atomici ¢,¢,...

%71, da noi usato per uniformitd con la categoria dei domini

€ chiuso (ed effettivo) il teorema 2.1 mostra immediatamente

§3. Ricorsivita

e t.c., se 0,1¢T, allora o>T, O%XTeT. . . . . : i
I risultati dei paragrafi precedentli permettono di immergere

I simboli di tipo estesi sono il minimo insieme T. t.c.

E
TEAT

in una struttura di tipi in Pw la gerarchia dei funzionali conti-

2

e se 0,T¢T allora oOnTeT._.

E £ E nui e calcolabili (Er [£1976J). L'immersione che si userd, diver-

e

In BCD [1981] i simboli di tipo estesi sono introdotti sen- sa da quella del teorema 1.5, sard altrettanto semplice e natura-

le.

come s1 & detto, & cartesiana chiusa. Tuttavia la nostra Per mezzo dei funzionali continui e calcolabili Ershov ha

1 1"

- dato caratterizzazionli dei funzionali numerabili di Kleene e Krei-

in Po non & una categoria: ci sono infatti trop-
sel (Kle [1959], Kre [1959]) e delle Operazioni Ereditariamente
Effettive, HUEO (Tro [1973)).

. !
Siano, per O,y,... €AT, V¢,VV,... cPuw.
g1 oxT o ant

. L . . . .. . . .
Sia w l1'ordine parziale piatto degli interi e si dia ad

T (o] .
VnV. Se ¥¢eaT @ la topologia discreta. E =~Cont(w,wi) sono allora le usuali

-funzioni parziali da w in w; E & un dominio p. eff. ed & iso-

ag o . . -
€ chiuso (ed effettivo) e dunque & un (sotto-)

morfo a
P = {{<n,m>/m = f(n)}/fcE}

Si & visto finora come all'interno di Pw sia possibile co-- ) . . . . . . . . .
Sia T wun insieme di simboli di tipo generalizzati col solo tipo

O

struire una gerarchia di tipi dotata di un certo interesse; in . . . . (D) o>1 g 1
i 1 1 atomico (1), e si ponga, per ¢,TeT E = E, E = Cont(E ,E ),
particolare tale struttura &€ formata da domini (p. eff.) se gli - S geT T oxT ' T
. . & BT 2 g% et e 2D ap, pPTT 2 p%a T 2T 2 pT T
insieml di base sono chiusi (ed effettivi). D'altra parte si as- : . . (1) (1) Y
. . .- ¢ L0 Se G e F . sono l'isomorfismo tra E e P , 1l teorema
suma, nella categoria dei domini, che ¥¢e AT (X',X',<) sia un (1) (L)
243 da immediatamente il seguente .
. . X
dominio, e si ponga, per o,Te T: XO+T = Cont(XO,XT); XO T . XOX TT
Il teorema che segue & il risultato principale che si vuole presen- . o g )
N . . . 3.1 Teorema. YogeT E 4 P~ (via G_,F ).

tare ed &, sostanzialmente, la motivazione del lavoro svolto: ¢ o0

Sia RE la collezione degli insiemi r.e. Come gid osservato

2.3

alla fine del paragrafo precedente, un funzionale calcolabile f
o+T

Teorema. Siano (X¢,X2,S) dominl p. eff. ¥$eAT. Si assu-

ma che, per ogni ¢ ¢ AT, A¢S_Pw sia chiuso, effettivo e sod-

disfi X¢‘%A¢-

i“tipo 02T (fek ) & esattamente (e semplicemente) ''rappresen-

. . g T . .
ato" da un insieme GOQT(f)e(P +P )nRE, ovvero da un insieme

: . o . T . .
e. che porta, mediante ".", A in. A°. Si noti che

P(}) (L

Allora ¥%oe T xoqCAO.

§i noti che, poich& funzioni calcolabili portano elementi > F ) N RE sono esattamente gli operatori ricorsivi (Ro

1967])¢ che il teorema 3.1 fornisce appunto una generalizzazione

ixtale comcetto ai tipi superiori.
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Possiamo dunque rappresentare funzionali (in ogni tipo) al-

l'interno di Pw: diremo che aeP?” rappresenta £ sse Fg(a)=f.
. . o) L. e LT . .
Ovviamente ogni fe¢E ha molti (infiniti!) rappresentati. Essi

sono tuttavia ripartiti in classi di equivalenza che sono reti-

coli.
L. . . . s 1
3.3 Definizione. N(l) sia la relazione di identitd su P( ).
> N . .
Per a,bePO Uosi definisca
[¢]
v b sse ¥ceP  acv be
V51 € T
" é¢ definita nel modo ovvio.
OXT ;
Due elementi a,b sono dunque NO+T—equivalenti se a e
b sono estensionalmente equivalenti su pY.
. . e g [
3.4 Teorema. Siano a,beP . Si ha
. . _ c o . . _
(i) [aJU = {csP/cmoa} € un reticolo completo (rispetto ac<)

(ii) a%ob FO(a) = FO(b).
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