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STRUTTURE DI TIPI ED ENUMERAZIONI
G. Longo, E. Moggi

Si introducono i concetti di enumerazione principa-

le e relativa (82).
Essi permettonc di dare una caratterizzazione ele-

mentare della struttura di Ershov (§1), per la Ricor-

sivitd nei tipi superiori simile alla definizione dei
funzionali Banach-Mazur ([ Ro 67]).
§1 Richiami ([Er 75,76] ;w = insieme dei numeri naturali)

1.1 Def. (EN: categoria delle enumerazioni)

i) A = (A,nA) € EN (& un insieme numerato)

sse nA:w ——~A & surgettiva;

ii) f € EN(A,B) (& un morfismo) sse 3g € R (tot.

. f
ric.) A —B
n n
S
W —2
iii) f € ENP(_A_,E) (¢ un morfismo pakrziale)
, £
sse jJg € PR (parz. ric.) A — B
A
n n
a X B
wW—>w
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1.2 Def. i) A & precompleto sse

¥f € EN A € = .
P(y_,_) g € EN(w,A) f g!dOHlf'

ii) A & completo sse
Ja € A ¥f € ENP(E,A) ig € EN(w,A)g(n) =

{f(n) se n € dom £

a altr. .

La nozione di precompletezza & legata ad un analogo

del II Tedr. di Ricorsione.

A & precompleto sse

1.3 Prop.
vf € EN(w,A) dm € w £(m) = nA(m).

EN non & cartesianamente chiusa (CCC), tuttavia & car-

-

tesiana, percid ha senso parlare di rappresentazioni

dei morfismi. Inoltre esiste una sotto-CCC di EN, la

categoria degli f -spazi costruttivi ed r.e. completi;
(o}

in particolare risulta definita la seguente struttura

di tipi:

K
1.4 Def. (E : struttura di Ershov)

K
E = w;
Q
K , , K
E rappresentazione di EN (-x E
g+o ) P (0]

il

IV_V_)?

K K
E = rappresentazione di EN(-x EO,E ) (t # 0).

g1

-

X .
E & stata correlata con gli HEO e i funzionali nume-

rabili di Kleene-Kreisel.
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§2 Una caratterizzazione elementare di E

Dati due insiemi numerati A e B vi sono vari modi

di definire una enumerazione di B rispetto ad A:

(Notazione: nei diagrammi: — per ogni, -~% esiste)
2.1 Def. sSia ¢ € EN(A,B):
i) ¢ & surgettiva sse 1 B
o
A
ii) . ¢ & relativa sse w

[ > | T
-

iii) ¢ & principale sse A

[ =t
o

558
. - . \d
iv) ¢ & una retrazione B

) V4 . 4 e ’
Vs P
/ ’ Ve
[ig I ¥ s

P |t
<

Fra queste quattro nozioni sussistono. le seguenti re-
lazioni:

> princ s

. ™
retr. = princ + rel surg.
= rel fg

Diamo alcune proprietd delle enumerazioni relative e

principali:

2.2 Prop. Sia ¢ € EN(A,B) relativa e

¢' € EN(A,B') principale, allora
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f € EN(B,B') sse 3g € EN(A,A)

B — B!

0| | o

R S

In altre parole i morfismi non cambiano se si enumera
un oggetto B di EN, invece che non nB, con una enum.

relativa principale di B rispetto ad A.

Se esiste una enum. relativa di B rispetto

2.3 Prop.
ad A, allora A.Ipre)completo = B (pre)completo.

2.4 Prop. Se f,g € EN(A,B) sono principali, allora

f e relativa (una retrazione) sse g lo &.

2.5 Lemma. Se w dp A e B & completo, allora esiste
une enum. relativa da A a B.

2.6 Lemma. Se A X A 94 A ed esiste una enum. surget-—
tiva da A a gé (= rappresentazione di EN(-xA,B)),
allora esiste una enum. principale da A a B.

Sulla base dei lemmi precedenti e con semplici consi-

. . X .
derazioni su E° si dimostra:

K
g

K X
X E 49 FE e
ag

2.7 Teof. Yo E 5

’ K _X
Yo,t # 0 }¢G T,E EN(EO,ET) relativa princi-

4

pale.
‘e . ) . | .
Una codifica effettiva delle coppie per EO e un morfi-
K K ._K ‘ K _K
smo <,> € EN(E  x E ,E .C. € E
I4 ( g LOI O) t.c 3p1’p2 EN(EOI U)

(p .

. p2)o<,> = id.

Volendo evitare ogni riferimento ad EN, possiamo de-

|\

MRS R e

S R
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finire:

2.8 Def. <,>:A x A —A & una codifica accettabile

rispetto a C(C A —A) sse

< & =
1) le,pz C Vxl,x2 A pi(<x1,x2>) X,
2) v¥f,g € C Ax.<fx,gx> € C.

-~

. . s : K
51 osservi che <,> & una codifica effettiva per Eg

N . . K
sse € accettabile rispetto a Eo+o'

Grazie a 2.7 e 2.2.possiamo caratterizzare elementar-

K
mente E ristretta ai tipi interi (n+1 = n —n):

' K
2.9 Corr. Sia <,> una codifica accettabile di E
" n

- K
rispetto ad-E .
p n+1

Allora

. K
dg € E

K
F €E
n+2 1 n+1

K K
= ¥f € E ¥YX € E
n-+ n

F(ay.£(<x,y>)) = Ay.g(<x,y>).

in 2.7 sono in
O,T

realtd retrazioni. Infatti (si usi anche 2.4):

Osservazione: le enumerazioni ¢

X
< E 1 ¥
gle] g *T

K
E < E
o
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