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REGOLE E PRINCIPI DI INDUZIONE RISTRETTI

RELATIVI A PRA

Franco Parlamento, Torino

In questa nota analizziamo la forza relativa
di varie estensioni dell'Aritmetica Primitiva Ri-
corsiva (PRA) ottenute con l'aggiunta di regole e
principi di induzione in cui la complessitd delle
formule coinvolte & limitata, stabilendo le rela-
zioni che vi sono fra tali regole e principi ed
i principi di riflessione ristretti per PRA.

PRA & qui inteso come sistema fofmalizzato
all'interno di uﬁ calcolo di sequenti per il cal-
colo dei predicati con identitd; in particolare
PRA contiene la regola di induzione (IR) formula-

ta come segue:

M oax) O asx)
7y A0) = N, a(t)

dove I e /\ sono insiemi finiti di formule, A &
TE , t & un termine qualsiasi e x non & libera in
t, ne in r1, ne in A\ .

Sia Iﬁz la regola

=~ A(0) = A(x) — A(S(x))
-V x A(x)

dove A & [T ;
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sia TTn—IR la regola

= A(5(x))
YV oxa(x)

A(x)
A(O)

dove A & TTn; infine sia TTn—Ind lo schema:
{Ind(A) A TTA} dove Ind(A) & la formula
A(0) AV (A(y) — A(S(¥)) — Vxa(x)

. I1 principio @i riflessione uniforme per 1T
formule per PRA {V&Pr(%&ﬁ—ﬂrykA(x) A TT&E pué
essere espresso, utilizzando una definizione di ve

rita per TTh enun01ab1, mediante un TT' enunciato
RFE(O); sia poi RF (k+l) un T«
me la [

‘n

Mentre per n=0, PRA + IRZ, PRA + TT_-TR e PRA +

ar ;
r1f1e051one uniforme di PRA + RFn(k).

‘TTH—Ind risultano equivalenti. a PRA e conservative

sul calcolo equazionale per 1'Aritmetica Ricorsiva

come formulato in (1),

a) PRA + TTn+l_Ind ¢ equivalente a PRA + ( )

b) PRA + TTn+l IR & equivalente a PRA + {RFW (x):
K<wi.

Poiché PRA «+ RFIT
n+

ma T R0 kew),

(questo & un caso particolare del teorema di strut-

per n» 0 si ha:

conservativa,di PRA + %R

tura fine di Schmerl, vedi (7), che tuttavia ammet-
te una dimostrazione molto semplificata), abbiamo
quindi che PRA + TTh

ma, 77;*1 conservativa di PRA + I -IR.

ht4d

+l—Ind e un'estensione propria

enun01ato che espri

(0) risulta un'estensione propria,
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‘bile a PRA + fRT (k)
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D'altra parte da a) e b) si ha che, per n >0, PRA
+ 77£+1—IR ¢ untestensione propria di PRA*+TTn~Ind
non riducibile ad alcuna estensione consistente di
PRA + TTn—Ind, obtenuta con 1'aggiunta dil
mi, .Analogamente, per n >0, PRA + _ﬂ£+
riducibile ad alcuna estensione consistente di PRA

¥ TTn—Ind, ottenuta con l'aggiunta diii

n+3

Questo migliora il risultato di Leivant in (2).

assiomi.

Poiché, per (3), per ogni n, PRA + IR e riduci

k<w}, da b) si ha che, per

n>0, in PRA, IRV

n+2
che, per n >0, le due regole risultano equivalenti.

o/

in quanto Iﬁg‘e

(vedi (3)).
Da risultati in (6) si ottiene che 1la TTHFQ con

;-Ind su PRA + TT ]—IR

sussiste anche per n=0; ne segue che PRA + 'FT -Ind

e riducibile a 1T _-IR, cosic-
n+1

Questo & il caso anche per n=0,

T _1;
1 IR

sono entrambe riducibili a PRA,
servativith di PRA + TT

e un'estensione 17; conservativa di PRA,

le non pud provare alcuna riflessione di PRA. Cosl

e come ta-

di PRA + TTl—Ind possiamo soltanto dire che non &
agsiomatizzabile su PRA con‘TE‘assiomi; questo in
uento PRA + TTl—Ind ® un'estensione propria di
PRA, infatti TTl—Ind non & derivabile nemmemo in
PRA + REW(O),

2

( Trl—lnd & invece derivabile in PRA
N RFZ(O)).

Riguardo all'influenza che ha, sulla forza del-
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la regola di induzione, la complessiti del conte-
sto in cul viene applicata, abbiamo che se anche
omettiamo le formule di lato in [ e A nella rego-
la di induzione IR di PRA otteniamo ancora una teo
ria equivalente a PRA; d'altra parte, per n >0,

aggiungere a TTn—IR formule di lato le sulla

+1

sinistra e lln sulla destra, non ne accresce la

+1
forza, mentre aggiungere formule di complessita

Hn+1 n+.1
possibile derivare TTh—Ind, quindi, in tal modo,

sulla sinistra (o ¥ sulla destra) rende
si ottiene una teoria piu forte della precedente
ma TTn+l conservativa rispetto a quella. ,

Tecnicamente tutti i precedenti risultati so-
no ottenuti applicando il teorema di'eliminazione
del taglio, che consente di eliminare da una dimo
strazione in PRA tutti i tagli su formule pih\cog
plesse di [l,, combinato con 1'impiego di defini-
zioni parziali di verita.

Alcuni dei risultati esposti, ma con ogni rife
rimento ai principi di riflessione escluso, posso
no anche essere ricavati da precedenti risultati
di Parsons, vedi (4),(5):e (6). Tuttavia le nostre
dimostrazioni sono completamente indipendenti dal

lavoro di Parsons, (che fra 1l'altro non tratta la

regola “TTn—IR).
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