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ALGEBRE SOTTODIRETTAMENTE IRRIDUCIBILI E ASSIOMATIZZAZIONE DI

VARIETA'

(8. Tulipani, Univ. di Camerino)

PREBSSA

I1 Teorema di Birkhof?f [}935], uno dei primi cardini dell'Algebra Uni-
versale, afferma che una classe V di algebre simili & una varietd (ciod &
chiusa per prodotti diretti, sottoalgebre e immagini omomorfe) se e solo
se risulba essere la classe di tutti i modelli di un opportuno insieme di
identitd (= quantificarione universale di equazioni ovvero di formule ato-

~

miche ). Poco dopo un allro teorema di Birkhoff [l9h@ mostra che ogni alge-

bra ¢ prodotto sottodiretto di algebre sottodirebtamente irriducibili (abbr.

G1). Dal momento che una identitd risulta vera in un prodotto sottodiretto
se e solo se ¢ vera in tutti i fabtori, dai due fondamentali teoremi di
Birkhoff citati segue che la classe VSI delle algebre 31 di V determina V

e quindi la logica equazionale. Acquista cosl notevole interesse il proble-
ma (non Tacile) dello studio della classe VST quando V & una varietid defi-

nita come modello di date identitd o anche quando V & definita come la pil

piccola varietd contenente (varietd pgenerata da) una classe data K di alge-

bre. I'er questo secondo problema si ha un importante risultato (Lemma di

Jonsson BQGﬂ) valido per varietd le cui algebre hanno reticolo distributi~

vo (dette varietd distributive). Sempre per gqueste, grazie al citato e ad

altri risultati di Jénsson, Baker [}97@ risolve il problema dell’'assioma-
tizzazione delle varietd distributive V generate da una sottoclasse K che
risulta la classe dil modelli di certi assioml universali positivi assegnati.
Proseguendo tale strada Baker [}977] & riuscito a generalizzare un teorema
di llcKenzie sui reticoli finiti mostrando che ogni algebra finita di tipo
finito in una varietd distributiva genera a sua volta una varietd assioma-

tizzabile con un numero finito di identitd (Teorema della Base finita).
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T sopra citati risultabi vslidi per le varietd distribubive hanno note—
vole interesse anche nell'Algebra della Logica dove la maggior parte delle
varietd prese in esame sono distributive. Per esempio si pud dedurre che
ogni logica modale normale che ha un modello caratteristico finito ha solo
un numero finito di estensioni e tubtte sono finitamente assiomatizzabili
(vedi Blok [1980] , Blok-K&hler [1983] ).

La seguente rassegna & suddivisa in 4 paragrafi preceduti da un para-
grafo di preliminari dove vengono richiamati alcuni prerequisiti e viene
fissata la notazione.

Nel primo paragrafo viene studiato lo spettro delle algebre SI di unae

variebtd V, cio@ la classe dei cardinali dei membri di VSI Per determinare
lo spettro infinito @ essenziale un teorema dovuto a Taylor @972], dimostra-
to in forma pid generale da McKenzie~Shelah @97&] per i modelli T-semplici

di una teorig universale e presentato in maniera pil alpebrica da Banachewski-

—Nelson &9721. Taylor definisce residualmente piccola una varietd V quando

esiste un cardinale k per cui i membri di V__ hanno cardinaliti <k; poi di-

mostra che quando V & residualmente piccola si pud prendere k=£\ , dove A=
= ;Y;<+Ilinguaggio di v Hoi diamo tale fondamentale teorema seguito da
una discussione su conseguenze e altri risultati connessi.

Nel secondo paragrafo viene trattato il problema dell'assiomatizzazione

di varietd distributive generate da classi KAﬁodelli di assiomi universali
positivi. La linea segue quella di Baker [}975] dove 1l'idea condubtrice &
quella che segue dalla definizione e dal relativo Teorema di soddisfazione
primitiva di enunciati del primo ordine universali disgiunzioni di equazioni
(UDE). Il Teorema di soddisfazione primitiva generalizza alcuni risultati di
Wille [1972] sul reticoli ed ha come corollario 1'importante Lemma di Jdnsson
ELQG{], gid dimostrato per altra via.

Nel terzo paragrafo, dopo aver enunciato i principali Teoremi della Ba-

se finita, dovuti a Birkhoff [}935}, McKenzie [}978], Baker [1977], Jdénsson
ﬁ976], si dd anche un cenno delle tecﬁiche di dimostrazione.

InTine nell'ultimo paragrafo si segue la scia dei risulbati descritti
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nel paragrafli precedenti dentro la Teoria del Commutatore ([Ea—He/l97§],
Em/l9&ﬂ ,@T—McK/lQSéI) la quale ha dato negli ultimi cingue anni una svol-

ta sensibile e notevoli contributi all'Algebra Universale ponendo nuovi ed

interessanti problemi.

YRS

@

§0.- Notazione e preliminari.-

Lettere latine maiuscele indicheranno una struttura e contemporene-
amente il suo insieme base; saranno considerate quasi esclusivamente strutture
algebriche, cioé senza relazioni, dette algebre. Con CgA(a,b) si denotera
la minima congruenza di A contenente la coppia (a,b); essa & detta anche congru-
enza principale. Con OA si denoterd la minima congruenza di A.e con Con(A)
il reticolo delle congruenze di A. S5i dice che A ha le congruenze permubabili
se la composizione in senso relazionale di congruenze commuta; cid implica,
come € noto, la modularitd di Con(A).

Si dice che una classe di algebre simili

& a congruenze

distributive, modulari... se il reticobdi congruenze di ogni

“algebra di K & distributivo, modulare,... . Con TA(A) si denoterd 1'insieme

"delle identitd (quantificazione universale di formule atomiche) valide in A
se K & una classe di algebre simili con 1d(K) si denotera l'ingieme delle
identitd valide in ogni membro di K. Con P(K), S(X), H(K),PS(K), PU(K) si
denotano le classi delle algebre isomorfle riepettivamente a prodotti diretti,

sottostrutture, immagini omomorfe, prodotti sottodiretti, ultraprodotti di

membri di K. Una varietd & una classe chiusa per H,S,P. Una teoria T & equazio-

W&%WW&}E\W2‘%&%WW&WWW&W&%W&&%WWW%W?&M&WWW%%& (R RSN S O N

nale, universale, positiva,.. se i suoi assiomi sono tali.E' ben noto che

una teoria T & equazionale se e solo se la classe Mod(T) dei suoi modelli &

una varietd; T & universale sse Mod(T) & chiusa per S, P ; T & universale-

U

positiva sse Mod(T) & chiusa per H,S,PU Una immersione & elementare se

preserva le formule del primo ordine ed & pura se preserva le formule esisten-

R P . . + o . . -
ziall positive. Infine, D(A) (risp. D (A) ) denoterd il diagramma (positivo)
di A, ciod® 1'insieme degli enunciati atomiei e negazione di essi (risp. atomici)

nel linguaggio con costanti per elementi di A.
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Tubte le altre nozioni e concetti non definiti saranno usualij; si fa

{19731 ,

riferimento a Cratzer [19791 , Chang-Keisler Burris-Sankappanavar

(19811

§1 - Spettro delle algebre sottodiretlamente irriducibili in una varieta.

PROPOSIZIONE 1.1 - Se A & un'algebra sono equivalenti:

(i) Se A possiede almeno due elementi allora esistono a,b €A tale che

per ogni omomorfismo f:A—>B si ha: f(a) # £(b) sse £ & iniettivo.

(i1)  Se Aey [Ai & una rappresentazione di A in prodotto sottodiretto,
iel .

allora esiste almeno un 1 tale che la proiezione pi:A-—al\i risulta

un isomorfismo.
(iii) Se R. e Con(A), ie] , mR.:O , allora 3 el , R. =0

1 PR § A P A
el

(iv)  Se A possiede almeno due elementi allora esistono a,bg A, a # b

tali che R €& Con(A), R}OA implica R 2 CSA(a,b)(tale congruenza si

chiama il monolita di A).

DEFINIZIONE 1.2 - Un'algebra soddisfacenti le condizioni equivalenti (i)—(iv)

si dice sottodirettamente irriducibile (abbr. SI) o anche (a,b)-irriducibile

se (a,b) genera il monolita. Se K & una classe di alpebre si denoterd con

KSI la classe dei membri ST di K. Si dice che A & finitamente SI (abbr.FSI)

se A soddisfa (iii) della PROP.1.1 con I finito, o equivalentemente (ii) con

I finito. KI“‘I denoterd la sottoclasse delle FSI di una classe K. E' ovvio
& g

che- K <
(?_[""‘

S Sl

PROPOSIZIONE 1.3 ~ L'unione di catene (il limite diretto di) algebre SI (I'ST)

~

& S8I (FSI); sottoalgebre pure {e quindi anche sottosbrutture elementari) di

algebre SI (FSI) sono SI (FSI).

Dim. La dimostrazione si pud fare usando direttamente la definizione oppure
trovando, come segue, degli enunciati infinitari che assiomatizzano

tutte le algebre S5I, o FSI, in un fissato tipo.
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DBFINIZIONE 1.4 (Taylor [LQY?}) - Sia T una teoria in un linguaggio p)g ,

una formula <p(x u,v) in M variabili libere si dird T-formula debole
VALY s M, it Febiaot Al

(1) «©

& positiva esislenziale.

(ii) T }-axle(,\:,x,u,v) —>u = v

Quando T ¢ la teoria senza assiomi propri ({) si dird formula di conpruenza
(omettendo T). 8i denobi con G'F la classe delle T-formule di congruenza
e con @t la classe delle formule di congruenza nel linguapgio per il ti-

Pe X

LITTIA debole di MAL'CEV 1.5

- Per ogni algebra A di tipo T e per a,b,c,deg A
sono equivalenti:
(1) (c,a) € Cg (a,b)
- A -
(2) Esiste e e’t tale che A = (f(a,b,c,d)

+
Dim. (1)~ (2). Si consideri il diagramma positivo di A D (A). Allora

+

(MU fa=b] p—c=a
+

ciati di D (A) tale che

Quindi esiste una congiunzione finita di enun-

S(zix.,b,c,d,g)l—_—s c=a

_9
T3 Sty ,u,v,2).
CgA(a,b) bastla osservare che (2) implica (per (i))

allora basta prendere come (9 la formula

(2)—>(1). Se R =

/\/F\’:(?<O_/P\ ,'b/R 2/ ’d/R ). Allora per (ii) si ha (1).

PROPOSIZIONE 1.6 - Le algebre SI, FSI rispettivamente, di tipo T sono as-

siomatizzabili dagli enunciati infinitari
(1.1)SI 311 5(\/ \V/X VyLyzzy \/(u#v/\\X/ ?(x,y,u,v))]
e Cy

(l.l)FSI \]/x \V/y Vz \//w gu 3\7 [(x=y)v(z=w)v WW(X,y,U,V)A"f’(ZaWN%VJ
t.veC,

SSERVAZIONE 1.7 - Il Lemma 1.5 ¢ chiamato debole perche Mal'cev [195’0 di-

mostra che in (2) si possono prendere particolari formule di G'C , chiamate

(vedi @u—Sa/lQBl] Cap.V §3) formule principali di congruenza e precisa-

mente formule 7TY{(x,y,u,v) cosi definite:



AACE EEIRT)

2N e _ -
(1.2) EW [u—pl(zl,w)/\v = p WA i1 i+l i’
dove {zi,zi'} = {x,y} € py,---p  sONO termini in k+1 variabili del linguaggio
n

- . . s . - ~
per T e w = (wi,...w} ). L'insieme di tali formule verrd denotato con ”'t
K

Quando & che una varietd V & della forma SP(K) per qualche insieme K? Se

. ¢1id avviene si ha VaIES(K) e quindi i membri di V‘*I hanno cardinalita 1i-—
D fe)

mitata.da un certo k. Si dird in tal caso che V & residualmente « k; si dird

che V & residualmente piccola quando esiste un k per cui V & residualmente

<k. Viceversa, se V & residualmente piccola V = SP(K) con K opportuno sot-

toinsieme di V__ perchd per il Teorema di rappresentazione sottodiretta di

ST

T
Birkhoff V = PS(V }. Si osservi che K pud essere un insieme di rappresen—

ST
tanti nelle classi di isomorfismo di tutti gli elementi massimali (rispetto

all'inclusione) di VSI .

I1 seguente Teorema insieme alla Proposizione 1.3 e il Teorema di

¢
Léwenheim-Skolem permette di stabilire che lo spettro infinito Speczj\o (VCI)
[l

di una varietd V residualmente picecola in un linguaggio o) & vuoto oppure

un intervallo della forma

(1.3) [y, 0 =hp S <p< k]

dove 5\‘\1 <k (L (2))+, (

- Hy 18]

non & residualmente piccola allora lo spettro infinito ai Vv

¢ il cardinale successore di/()( ) e dove A=
. Ovviamente sempre dalla Proposizione 1.3 si ha che se V
& la classe
I
[}{\O,OO) di tutti i cardinali infiniti.
TEOREMA 1.8 (Taylor [1973] , Banachewski-Nelson [1973] ) - Sia V = Mod(T)

una varietd in un linguaggio &ps e A= Jqo + ’il , allora sono equivalen-

ti:
(i) V & residualmente piccola
(i) Per ogni T-formula debole di congruenza (f)(x,y,u,v) esiste un n

(dipendente da C‘?) tale che:

S N SR NS
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(;K) T ‘_——Vu\v/xr@xi..:axn /\ (e(xi,xj,u,v)_,upvj
v
(iii) A E‘VSI implica. |Al < 2)‘_ lsv<jgn
Dim. (i) —5(ii). Assumiamo V residualmente < k. Se per assurdo non valesse

(ii) esisterebbe una formula Ce(x,y,u,v) di Gt per cui 1l'insieme di enun-—

ciati

(1) =T {(e(ci,cj,co,cl), SRR B
I< i< J=<k
& consistente, dove C = {c_ 1l k} & un insieme di costanti non in S@ .
i
Sia allora M un modello di T', R una congruenza di M massimale rispetto al-
1la condizione (c ,ci) é%R (si denotano allo stesso modo le costanti e le
o

loro interpretazioni); sia B=M/R . Poiché M € Mod(T'))per ogni i # J
a“o‘,\“ ~ 0 - - - —_ . —
(Ci’cj)é R)\{S1 ha |B| > keBe (bo,bi)-lrrldumblle con bi_ci/R , i o=

= 0,1. Cid contraddice 1l'assunzione iniziale.

(ii)—»(iii). Sia A e VC‘I (a,b)-irriducibile con a # b. Per ogni Ce € G'T
si definisca

5 =) : +,d,a,b re A ,¢,a,b
(1.5) D? Sl{c,d} A}:(e(c, ,a,b) oppure fzﬁf(d a, )}

2
Allora D €& A( )

: (2) Y,
1.6) =
( A ‘f’E(‘?TD(f

Infatti se c,d,€ A, ¢ # d segue (a,b) € CgA(c,d) (vedi Proposizione 1.1);

(= sottoinsiemi di A di cardinalitd 2). Proviamo ora

allora per il Lemma di Mal'cev 1.5 si ha (a,b)e D<€ per qualche LP in Qf.

(51 osservi che ¢ si pud prendere in TT'C I vedi 08S. 1.7; quindi si pud

sostituire in (ii) fe T“"C anziché CT).
A

Ora, poiché lqu$ A , se fosse JA| > 27 dalla (1.6) per un teorema

di partizione di ERDOS-RADO [1956] dovrebbe esistere un B A di cardinali~
2 .. . ..

& > A ed un opportuno ¢ tale che B( )__C_ D(f) . Cid contraddice (ii).

(iii)—(i). Banale.
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11 teorema di Erdds-Rado usalto sopra pud essere enunciato con la no-
ALt -+ 2

)= (A)

tazione sui teoremi di partizione cosi: per A infinito, (2 -

Vedi Chang-Keisler [197’,;], Theorem 7.2.1.

1.10 - La (ii) dd una caratberiizazione sintattica delle varield residual-

1.11 ~

mente piccole. Baldwin e Berman [}97ﬂ hanno dabto una caratterizzazio-

ne sintattica anche delle varietd residualmente < k per k numero na-—

turale con una condizione analoga alla (ii) del Teorema 1.8 richie—

dendo in pidl che n=k per ogni formula CF . In tale caratterizzazione

si pud Tar variare ¢ in (St ; tuttavia, come mostrano gli autori

B&a—Be/l97§] non ci si pud restringere a far variare ® in rrT; . Ri-

mangono aperbi i

PROBLEMI  Dare una caratterizzazione sintattica in ﬁn linguaggio con-
tabile di

& residualmente <, %{b (residualmente [inita)

& residualmente < S\j (residualmente contabile)

Non si pone il problema per le varietd in linpuaggio contabile che
5
sia sidualmente < V< kx 20 perchd McKenzi Shelal
siano residualmente < k per | g ks 2 perché McKenzie e Shelah
. . c : - .

[19()1_] hanno dimos l;rato/\q_lm.ndo una varietd (di tipo contabile) pos—
siede un'algebra SI non conbabile allora ne possiede una di cardinali-
o g% o~ C s s . ~
ta 2 Cosi le varietd in tipo contabile possono essere cosl clas-

sificale:
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DENOHNINAZIONE SPETTRO ESEMPT
infinito finito
Non res. piccole [03 ,00) 87 Gruppi, reticoli, anelli
. s /

Pes. piccole e non Varietd generata da ([O,l] B, 0,1)

res. contabili E;,o ,26):] s 9 dove [O,i:] ¢ l'intervallo reale e
X @y = max {x-l-y ,’l} , x!=1-x; vedi
Eﬂan/lg?;ﬂ

Res. contabili e non Gruppi abeliani, spazi vettoriali

res. finite { } S su un campo numerabile; Esempio in

(VN

[Bal/lQBCﬂ di varietd localmente
finita di tipo finito

Res. finite e non S Esempio in ﬁ%a—Be/lQ?S] in tipo nu-

res. < k per K€ ¢a % supS5= G | merabile. Tipo finito?
PROBLEMA (Quackenbush [1971] )
Esistono varietd generate da una
algebra finita di tipo finito (o
localmente finite)?

Res. < k e non S Varietd generata da un reticolo

res. < k-1 per kg co ) supS=k-1 { SI di cardinalitd k-1 (esempio




1.12 - In generale non si pud dire nulla sullo spettro finito (si veda
&mx%sn/197ﬁ] Theorem 6.1) a meno che non si faccia qualche ipote-
si; (BEs. V & distributiva rispetto alle conpgruenze, vedi S2, v
¢ modulare, vedi § ). Tuttavia merita ricordare il seguente
TEOREMA (Quackenbush [1971] ). Se V & una varietd localmente fini-

<HE . PN
ta tale che Spec™ /o (V“I) finito allora Spec” ~© (VSI) = @.
fel

1.12 bis - Si dice che una varietd V ha la definibilitd delle congruenze

principali (abbr. DPC) se esiste una formula %(x,y,u,v) nel lin-
guagpgio di V tale che per ogni A€V e a,b,c,deh segue:

(CJd)Qc(a (a,b) se e solo se A= %(a,b,c,d); una tale P quando esiste

pud essere scelta come una disgiunzione di formule dirTI; (veai

0S8. 1.7). Quando V & una varietd DPC allora la classe VSI & assio-
matizzabile al primo ordine (vedi Proposizione 1.6); essa dunque non
pud essere residualmente piccola senza essere residualmente Tinita
(vedi [ﬁa—Be/lQ?E] . La DPC per una varietd implica Efu/198é] la
proprietd di definibilitd delle congruenze generate da n coppie per
ogni fissato n; questa tuttavia per una classe assiomatica & in ge-
nerale piu forte [har/lQBi] .

1.13 - McKenzie e Shelah [197h4] mostrano 1'equivalenza di (i) e (iii) del
Teorema 1.8 nel caso pill generale di modelli T-semplici di una. teo-—
ria universale. A & T-semplice se e solo se & un modello éi cardi-
nalitd > 1 della teoria universale T e ogni oﬁomorfismo da A verso
un modello di T & costante oppure un monomorfismo. La classe deil
modelli T-semplici per T universale non & vuota, questo fatto & sta-
to dimostrato per la prima volta da R. Magari [196§] per teorie equa-
zionali.

Tutti i concetti e i risultati intorno alle algebre SI trattati in pre-
cedenza possono essere dati pill in generale per i modelli T-semplici. Per
vedere che lo studio dello spettro dei modelli T-semplici comprende quello
dei modelli SI basta considerare per una data varietd V=Mod(E) la teoria

T=E U{co # c1} con co,c1 nuove costanti. Allora il funtore dimenticante
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da 1Mod(T)—>V porta algebre T-semplici in VSI ed & surgettivo. Analogo di-

scorso pud essere Talto per le estensioni essenziali di un'algebra A in una

varietd V=Mod(E). Ricordiamo che B & estensione essenziale di A in V se

BeV, AcB e ogni omomorfismo in partenza da B risulta iniettivo non appena

lo sia la sua restrizione ad A. Se D(A) & il diagramma di A allora i modelli

T-semplici con T=E {J D(A) sono chiaramente le estensioni essenziali di A in

V.

Nell'articolo ETa/lQ?é], fondamentale per 1'argomento, Taylor caratte-

rizza le varietd residualmente piccole con altre proprietd oltre a quelle

del Teorema 1.8. Ora enunceremo un teorema che fornisce altre caratterizza-

zioni interessanti. Daremo un cenno di una dimostrazione data aa Banachews K{—

Nelson successivamente a quella di Taylor in uno stile pill proprio dell'al-

gebra universale che della teoria dei modelli.

TEOREMA 1.14 - (Taylor [}97%]; Banacheﬁski—Nelson [1972]) ~ Sia V una varie-

td in un linguaggio 5@ e sia A= &+ , allora sono equivalenti:

. . . . . . . cs Al+A
Per ogni A¢ V ogni estensione essenziale B di A ha cardinslitd 2.

Se Aé.VSI allora |A] < QA;

b

V & residualmente piccola;
Ogni A€V pud essere immersa in una estensione equazionalmente compatta

che stia ancora in V.

(+ definizioni utili). (1)—(2). Sia A(;VSI (a,b)-irriducibile e AO la
sottoalgebra generata da {a,b}, allora A & estensione essenziale di AO;
quindi A} < ﬁAOm‘ = 2).

(2)~>(3). Banale.

(3) — (4). (Ricordiamo: B si dice equazionalmente compatta se ogni in-

sieme 3 di formule atomiche con parametri in B (e qualsivoglia varia-
bili) & soddisfacibile in B allorquando ogni sottoinsieme finito di J

ha soluzione in B).

Poiche il prodotto cartesiano di eq. comp. risulta eq. comp. & sufficiente

mostrare (per il teorema di rappresentazione sottodiretta di Birkhoff) che

ogni Ag VSI € immergibile in un BeV che sia eq. comp. Sia (/‘(; la classe

degli elementi massimali di V__. Poich® V & residualmente piccola & suffi-

ST
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ciente mostrare che ogni elemento B di o & eq. comp. Sia dunque 2 un in-
sieme di formule atomiche con parametri in B che sia Tinitamente soddisfa-
cibile. Per il Teorema di Compattezza J, & soddisfacibile in qualche esten—
sione elementare C di B; se mostriamq che esiste una retrazione g:C-—B,

ciod un omomorfismo che ristretto a B risulti 1'identitd, allora g permetle
di trovare la soluzione simultanea di tutte le equazioni di X, dentro B.
Mostriamo dunque la seguente asserzione valida anche quando V non & residual-

mente piccola.

ASSERZIONE 1.15. Ogni B € M & ritratto assoluto in V, cio& se Cg V,

T:B—+C & un monomorfismo, esiste g:C-—B tale che gof=1B Sia infatti, R

o
. . . . . (=8 .
una congruenza di C massimale rispetto alla condizione R} B = OB e sia

B'=C
43
senziale di B che & S1; quindi B' & SI. Allora poichd B e S

Ovviamente esiste un monomor{ismo flzB——aB', B' ¢ estensione es-—
si ha che
cos . Fismo: si ) 1 .

1 € un isomorfismo; si prenda dunque g:C—>B con 5_f1°P e p.C«~%-C/1g

proiezione canonica.

(h)—>(1).

[ra/1971] [Ba-Me/1978 . Si usa il fatto che se A & immergibile in un'alge-

Per una dim. dettagliata si veda [@r/lQTQ] Appendix 6 oppure

bra eq.comp. allora A possiede un nocciolo eq.comp. (che & una estensione

eq.comp. minimale a meno di isomorfismi su A). Se B & un nocciolo eq.comp.

. . Al+2
di A allora (vedi [Gr/1979], [Ba-Ne/1972]) |Bl< pIAIFA I1 resto segue
-dalla seguente caratterizzazione delle algebre eq. compatte M in V (vedi

[ra/1971] [Ba-Ne/1972]).

spetto alle immersioni pure, ciod per ogni omomorfismo f:M—3M e ogni im-~
0

mersione pura g:MO'———»H1 esiste un omomorfismo h:Mi——+M tale che f=hog.

0S3ERVAZIONT .
1.17 ~ Dal Teorema 1.1h si pud concludere, vedi ASS. 1.16, che ogni membro
di una varietd res. piccola pud essere immerso in un membro inietti-

vo rispetto alle immersioni pure in V. Quando & che ogni membro di

R

a3

S
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V pud essere immerso in un membro iniettivo in V ("iniettivo" ha

la stessa delfinizione ricordata in ASS. 1.16 con g non necessaria-

mente pura). Si ha il

TEOREMA ~ ( Db/lQ?é] iBa—Ne/l97é]). Per ogni varietd V sono equivalenti:

(i) Ogni membro di V pud essere immerso in un membro iniettivo (= si di-
ce che V ha "abbastanza iniettivi')

(ii) V & residualmente piccola, ha la proprietd AP di amalgamazione e la

proprietd CEP di estensione delle congruenze. —

1.18 - Sia V una varietd in un linguaggio HBe A= }§)+|$ﬁ| . Allora la
classe ¢Mb dei SI massimali in V ridotta modulo isomorfismo ha car—

. . .o . A
dinalitd < éA (Da cid segue V=SP(K) con K insieme lK]:} 2'se e

solo se V & res. piccola).

Dim. Siano A,Be M , A sia (ao,ai)—irriducibile, B sia (bo,bl)—irriduci—

I
bile. Nel linguagrio & = é& \ {c ,cl} sl considerino le strutture A' =
B4 ©
= (A’ao’ai)iﬁfB°bo’b1>'
Mostriamo: Th(A') = Th(B') implica A'2 B'. Allora si ha che le classi di

isomorfismo di b non sono pid del sottoinsiemi di enunciati di 5@ e
i 2)
quindi

Assumiamo Th{A') = Th(B'). Allora esistono immersioni elementari

Al 'jg;9 C'<—§éf— B'.

esiste h:C'—>A' tale che hel = 1 ,

~

Poiché A & ritratto assoluto in V (vedi ASS. 1.15)
; allora m:B'—A', m = hog € surgettiva.

Inoltre & iniettiva perchd m(b ) = a # a = m(b ).
o o

1.19 - Se V @ una varietd residualmente piccola sorge la domanda: Quale

ridotta modulo isomorfismo? Pill in generale,

¢ la cardinalitd di V
ST

se/u.é un cardinale infinito e si pone g(/L,V) = numero delle classi

di isomorfismo di membri di V”I con cardinalité/q , che cosa si pud
wd

dire su g(/L,V)? Baldwin [1980] ha osservato che quando il linguaggio

. - 1 . . . .
a? ¢ contabile si possono adoperargkdue Teoremi seguenti (rlcord1a~

mo, PROPOSIZIONE 1.6, che V“I € assiomatizzabile da un enunciato di
jul

agaqu; )'
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Per riconoscere se una classe K genera una varietd distributiva si

=

TEOREMA A - (Harnik-Makkai [1977]). Se & & un enunciato ai CI%OQJ e
1

ha k delli tabili £ gh% : usa in prabica una condizione, tipo Mal'cev, trovate sempre da, B. Jonsson
a modell: contabili con ék)$1{< allora ¢ ha un modello di car-

nel fondamentale [JJ&/1967].

.

dinalitad }{X .

o

A -
TEOREMA B - (Shelah ) (G.C.H. o meno: 21> 2 ). Se un enunciato di

5
dEbOu)ha almeno uno ma meno di 2h1 . modelli di cardinalita _}q allora
L]

. . con ¢
esso ha un modello 41 cardinalitd %\2.

Applicazione A. Una varietd V in linguaggio contabile che sia residualmente
- A .
contabile ha < ;{O oppure 2Ho modelll SI.

Applicazione B.:(C.H.). Se una varietd residualmente piccola in linguaggio

»
contabile ha almeno un'algebra SI di cardinalitd 5&} allora ne ha éh1 .

§'2.—Sottodirettamente irriducibili in una varietd dove i reticoli di

congruenze sono distributivi; il problema dell'assiomatizzazione.-

Se V & una varietd generata da una data classe di algebre K, non

. -~ . - . . . . . .
Sl pud dire in generale nulla %@rlorl sulla classe V__; per esempio vi
[

I
sono varietd V=V(A) generate da un'algebra finita che sono residualmente
piccole ed altre che invece non lo sono. Be, ad esempio, G € un gruppo
finito, allora V(G) & residualmente piccola {con il che & residualmente
finita) se e solo se G non possiede sottogruppi di Sylow non abeliani,
vedi [0a~Po/1964] [Ko-Ne/1966] [Fr-1icK/19817; in quest'ultimo si discutono
varietd mofiulari residualmente piccole.

Tuttavia, nel caso V=V(XK) sia una varietd distributiva si ha un
famoso Lemma dovuto a B. Jdnsson [1967]che afferma che VSIQZ HSPU(K).

Tale lemma ha delle consequenze importanti per le varietd distributive

anche per il problema della determinazione di assiomi (equazionali) per V.

TEOREMA 2.1. - (Jdnsson).— Le algebre di una varietd V hanno tutte reticolo
delle conpgruenze distributivo se e solo se esistono termini tO, ..... tn in

3 variabili nel linguaggio di V tali che in V sono soddisfatte le seguenti

identita:
t (%, ,2)=x, t (x,y,2)=2
0 n
t. =x 1i=0j.... ,n.
A (V) 1(X’yQX) 3 2
n . . .
. (x,x,y)=t. _(x,x,y), 1 paril
1 1+1
to(x,y,y)=t., _(x,v,y) i dispari
1 1+l

La dimostrazione del teorema & tipicamente analoga a quella per la
caratterizzazione delle varietd permutabili (Mal'cev [1954] ), aritmetiche
(Pixeley [1963] ), modulari (Day [1969] ); vedi [Bu-Sa/1981] §12 pag. T7.

Col Teorema 2.1 si possono ricavare vari esempi. Sono distributive le
varietd con termine "maggioranza'. Si chiamano cosl gquelle varietd V
generate da una classe K in cui esiste un termine ternario m(x,y,z) che
soddisfa le identitd: m(x,x,y)=m(x,y,x)=m(y,x,x)=x . In V valgono le
identitd AE(V) con t0=x, t2=z, t1=m(x,y,z). Hanno il termine "maggioranza'
tutte le algebre che rispetto a due date operazioni A,V formano un
reticolo; basta prendere m(x,v,z)=(xAy)VI(yaz)v(xaAz).

Altri esempi di varietd distributive sono le algebre implicative, i
reticoli debolmente associativi, (vedi [Gr/1979] pag. 356), le algebre
con discriminatore, quelle con discriminatore duale, [Gr/1979] Appendix 5.
Molti esempi di varietd distributive provengono dall'algebra della logica
(vedi [Be/19751 ,[Mag/1975] , [Sa-Va/19807 , [Ur/19791 ). Questi
esempl rientrano quasi tutti tra le varietd con congruenze principali
definibili da una congiunzione finita di equazioni (EDPC in breve), vedi
08S. 1.12, Kéhler-Pigozzi[1980] mostrano che una varietd V € EDPC se e solo
se il semireticolo delle congruenze compatte di ogni algebra in V risulta
dualmente Broweriano; cid implica che V & distributiva. Per uno studio
approfondito vedi Blok-Pigozzi [19823 , Blok—KEhler—Pigozzi [1982]

Esempi caratteristici di varietd EDPC e quindi distributive sono le



.
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Tiltrali, vedi Magari [1969al , Magari [1973] , Mazzanti [1972] ,
Franci [1976) , Fried-Gritzer—-Quackenbush [1980] ; Fried e Kiss [1980]
hanno mostrato che filtrale equivale a distributiva e con le congruenze
principali complementate.

OSSERVAZIONE 2.2 . - Il Teorema 2.1 fa sI che si possono adoperare i termini

che appaiono in An(V) per provare certe proprietd di V; tra le pill signifi-
cative sono:

- La descrizione delle coppie che generano la congruenza Cqéal,bl
- L'equivalenza relativamente a V di un insieme finito di identitd con

A n

una singola identitd (Teorema 5.1 pag. 147 [Ba/197471 ).
- Ogni varietd distributiva V & sottovarietd di una varietd VO finitamente

basata. Infatti basta prendere VO definita dalle sole identitd A (V)
n

La lipnea di dimostrazione che viene percorsa qui per il Lemma di
Jénsson & dovuta a Baker (1974} . BEssa fa uso del Teorema di soddisfazione
primitiva che & interessante anche per sé. Esso descrive le varietd generate
da una sottoclasse K di una varietd distributiva quando K & assiomatizzabile
da enunciati universali positivi che a meno di equivalenza logica si possono

supporre della forma:

¥z ( b (B)=a, ()

2.1) 7 .

( 1515DP1 1 )

Tali enunciati come in Baker [19747], saranno delti UDE. I risultati di
Baker sono una generalizzazione a varietd distributive di risultati di

Wille [1972] intorno a varietd di reticoli.

DEFINIZIONE 2.3 .- Un'algebra A soddisfa primitivamente 1'enunciato o UDE

di {2.1), in simboli A,t%‘a se e solo se per ogni 3€<Ak
2.2) ﬂ Ce a 2) ) =
( Ll e @0, @) ) w0,
5i scriverd A F% I' se A 5=a  per ogni ael .
OSSERVAZIONT .
2.h.- S5e ¢ & una identitd, ciod n=l, allora: Af=a se e solo se Al=§ o

2.5.- Al=a implica AJ:%;U
2.6.- Se A & finitemente sottodirettamente irriducibile (FSI) allora:

Ap=q se e solo se A hﬁra (vedi DEF. 1.2)

N ...Cela b )
n
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TEOREMA 2.7 (di soddisfazione primitiva).- Sia VO una varietd distributiva,
sia T un insieme di enunciati UDE nel linguaggio di VO, sia KO=VOf\MOd( r) o,
allora

(2.3) eV Ar;T—)_r}

Dim. Se W & la parte destra di (2.3) si prova che H(W)e W, S{(W)c W, P(W)cW,
cio@ W & una varietd. Quindi V(KO)Q;VJ perché Koggw per 1'08S. 2.5

=(v))

1085, 2.6 .
a1 olar per 1'0S5

D'altra parte si ha WGEV(KO) perchd W

COROLLARIO 2.8 (Lemma di Jénsson) .~ Sia V=V(K) una varietd distributiva,

al v ISP (K) .-
allora - U( )

Dim. Applicare il Teorema 2.7 con KO=HSPU(K) ed usare 1'08S. 2.6

CONSEQUENZE DEL LEMMA DI JONSSON.

2.9 - 8e K & una classe finita di algebre finite contenuta in una varietd
distributiva, allora V(K) = P_us(K)
[e)
Be V(A
€ v( )SI
2.11- Se A,Bevﬁl , con V distributiva, |Al< [B] <}% ed A non & isomorfa
[l

2.10~ Se A ¢ un'algebra finita e allora |Bj < {A]

a B, allora esiste almeno una identitd valida in A ma non in B .

2.12- Se V=Viv—V2 (=minima varietd contenente Vlv V ) & distributiva

2
allora per ogni A€V esistono Aie V., i=1,2 tale che A & prodotto
] i
sottodiretto di A ed A
1 2
Se K=Mod( T )NV, [ insieme di enunciati UDE,
v(k)= () v(x )
Yel ¥
[yl & un insieme di assiomi (identitd) per V(K% )

allora k_{ Iyl & un insieme di assiomi per V(K).
Ye

o
—
N

K =Mod{y}nVv, allora
Y
(& & sempre veral)

Quindi se

PROBLENMA DELL'ASSIOMATIZZAZIONE.

~

Se K & una classe di alpebre date, determinare assiomi per V(X) non &

. . . . . . N

facile. Ci proponiamo di mostrare che 11 problema é risolubile quando K &
. . . < s
una classe assiomatizzabile con assiomi UDE ed inoltre K genera una varietd

distributiva. L'08S. 2.13 mostra che ci si pud ridurre a considerare
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=Mod(y){}VO con y enunciato UDE e VO varietd distributiva che senza perdere

in generalitd possiamo supporre definita dalle sole identiti di Jénsson(TEOR.2.1).

Siano to,tl,... tn i termini di Jdnsson; per ogni B(EVO si definisca-
no le operazioni xi , 1=0,1,.. n sull'insieme B2 mediante

(2.1)  (2,0)x(e,)=(t (a,e,0), ti(a,a,b) )
Si possono allora verificare (vedi Taylor [19781 ) 1e proprietd:

2
(2. B°%.0 =0 % B~
5) ;05705%, B =0,

2
(2.6) Se R&B denota la chiusu-

allora (a,b)xiﬁg; (a,b)%.R, dove
1
ra transitiva.
(2.7)  se RecCon(B), (a,b)¢R allora Ji (a,b)x.(a,b)¢ R.
i

DEFINIZIONE 2.14 Se f(x.y

1,..ym) € una operazione oppure un termine di

Jénsson, bl’ ..bme‘B, allora 1'applicazione da B a B x;—_afB(x,bl,..b ) si
m

dice 1-traslazione. Una composizione di k delle 1-traslazioni si dird una

k-traslazione. Una traslazione & una k-traslazione per qualche k.

(2.8)  Se (a,b)e B, allora Cg(a,b) & la chiusura simmetrico~transitiva di

J(a,b)= {(Fa,Fb) : F & una traslazioné}

(2.9) Se a_ ,b .. b B ;
1207 ak, K (3 R lgi‘kcg A > > O allora

es1stono‘traslazioni Fl,.. Fk ed ig,..lkgg{O,l, .g} tale che:

(2.10) (F & ,F.b )%, (F
187 >Fy by ) 2( I 22) ..xik(ra T by 0,
(L'associazione delle operazioni *. viene presa per convenienza
i

in un fissato modo, per esempio: axbkck... = (..((agb)xc)x. .. ) )

OSSERVAZIONI

LS 2 . S e
2.15 - Sull'insieme B( ) dei sottoinsiemi di B con due elementi si pud defini-

re un preordine con: {a p}_g{c d} se e solo se esiste una traslazione

F tale che {Fa Fb} {F d} La (2.10) asserisce allora che{a:L bi& l?k bk

ha un confine superiore nel preordine -3 Questo Tatto viene

chiamato "Arrow Lemma", vedi Baker [1977) , Lemma 3.2

i -y
. Dunque esiste b eBr tale che
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2.16 - Per dimostrare che (2.9) implica (2.10) si usa in modo essenziale che
i termini di Jdnsson vengono adoperati per definire le traslazioni. Si
veda, a tal proposito, Taylor [1978] , Baker [19771 , Jénssqn [1976]

2.17 — Le operazioni xi possono essere definite anche sulle coppie di termi-
ni del linguaggio per VO, ossia sull'algebra dei termini detta anche

algebra assolutamente libera.

DEFINIZIONE 2.18 .- 8ia T(X) l'algebra dei termini del linguaggio di V_ nello

N¢ O

insieme X= {x ,.. X ,..} numerabile di variabili sia Y=Vx( p. 2)) s
1 (PIPL 1
un enunciato UDE, dove ¥=(xl,..x ). Si denoti con A la minima congruenza di
r
T(X) e si scriva (p,qlg & per indicare 1'identitd p=q. Allora,
1'insieme di identitd I[y] ¢ il seguente:
2 . %), Fq (% Fop.(#), Foa.(@))x .. . % (F 2))€ED
(2.11) (Tl(pl(x), 1q1( ))xig(.zpe(x), 29, (%)) i 1m( p( )T a (X)) €

al variare di iz,.. i in {0,1...n} e di Fl,..Fm tra tutte le possibili
m

traslazioni di T(X).

TEOREMA 2.19 .- (Baker).-Con la notazione precedentemente usata, Id(VO)\}I[Y]

€ un insieme di assiomi per V(K).-

i? Dim. Se B<¥V(K) allora BE?% Y per il Teorema di soddisfazione primitiva.

1Sism0gépi(b),qi(b)> >

(2.10) esiste una idenmbtitd ai I[y] che non vale in B. Viceversa, le

OB . Ma, allora per

identitd di Ily] sono tutte soddisfatte in V(K) in quanto per 1'0355.2.6
ogni ngV(K)SI soddisfa Y e quindi per la (2.5) sodd%{a tutte le identitd
s

ai  1ly]
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§j3. - Teoremi della Base finita. -

DEFINTZIONE 3.1 - Si dice che una teoria equazionale 3 & finitamente basata

se esiste un sottoinsieme finito di I che ha gli stessi modelli di » . &i

dice che una classe K & finitamente basata se Id(K) lo &; si dice che una

algebra A & finitamente basata se Id(A) lo &.

ASSUNZIONE: D'ora in poi in questo paragrafo tutte le slgebre e le classi di

algebre considerate saranno di tipo finito.

E' un vecchio problema di Algebra Universale stabilire se Id(A) risulta
finitamente basata quando A & un'algebra finita. Uno dei primi risultati in tale
direzione & il
TEOREMA 3.2.(Birkhoff [1935) ).- Si A un'algebra Tinita di tipo finito e sia J

1l'insieme delle identitd valide in A aventi variabili in {x . X} per
n

1’
n fissato allora J & finitamente basata. -
Dim. Bastano ad assiomatizzare V(A) le identitd che si desumono dalla tabella

di moltiplicazione dell'algebra libera di V(A) con n generatori {ii,..f }.
n
Vedi [Bu-S5a/1981] pag. 227.

Tuttavia, Lyndon [1954] ha costruito un'algebra di 7 elementi con una
operazione binbria ed una costante che non & Tinitamente basata. Successivamente
Visin [1963] ha trovato un esempio di 4 elementi e Murskii [1965] 4di 3
e%ementi. Perkins [1969] ha mostrato che non & finitamente basato il semi-gruppo
delle sei matrici: 0 O 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0

(O O) (O 1) (O 0 ) (O O) 1 O> (O l)

Esempi, invece, di algebre finitamente basate sono: ogni algebra di 2 elementi
e di tipo finito, Iyndon [1951) jogni gruppo finito, Oates—Powell {19647
ogni anello finito, Kruse [1973] ,Livov [1975] 3 cappli finiti commutativi di

Moufang, Evans [1974] ; ogni semigruppo di 3 elementi e ogni semigruppo commu—

tativo, Perkins [1969] ; ogni reticolo finito (possibilmente con operatori),

solo se
- & isomorfa ad un membro di V__".

esiste un sottoinsieme J finito di I4(V) tale che Jb— V¥

McKenzie [1970] . Per una bibliografia pill completa ed altri esempl vedi Taylor[1979]
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I1 risultato di McKenzie trova generalizzazione nel Teorema di Baker,

annunciato nel 1972, e pubblicato pill tardi.

TEOREMA 3.3 (Baker [19777).- Ogni algebra finita di tipo finito appartenente

ad una varietd distributiva € finitamente basata.-

La dimostrazione del Teorema di Baker segue la linee dei risultati
riportati alla fine del paragrafo precedente ed € costruttiva. Altre dimostra-
zioni dello stesso teorema sono state date in seguito da Makkai [1973] , il
quale ha adoperato una ingegnosa idea usata da Herrmann [1973] per i reticoli,
inoltre da Taylor [1978] . Tali dimostrazioni sono pill brevi, tuttavia non

costruttive. Una dimostrazione sempre non costruttiva di un teorema pil

generale di quello di Baker & dovuta a Jdénsson [1976]

TEOREMA 3.4 (Jdnsson).~ Se V & una varietd di tipo finito con congruenze distri-

butive e VFSI € una classe elementare allora V & finitamente basata.

Prima di dare un cenno alle dimostrazioni di Baker e di Jonsson dei teore-—
3.3 e 3.4, rispettivamente, diamo un teorema della Base finita la cui dimostra-

zione € molto semplice e facciamo delle osservazione a commento dei dati teoremi.

TEOREMA 3.5 (McKenzie [1978]) Sia V una varietd lccalmente finita di tipo
finito, con un numero finito {a meno d'isomorfismo) di SI e con la propri-
etd DPC(Definibilitd delle Congruenze Principali). Allora V & finitamente

basata.-

4: Dim. di 3.5~ Sia ¢ la formula che definisce le congruenze principali in V.

Si pud scrivere un enunciato del primo ordine V¥ tale che Ae Mod( ¥) se e

" ¢ definisce le congruenze principali di A e se A & SI allora A

1

Allora per ipotesi Ia(V)}—Y¥ . Quindi

ST
. Allora V=Mod(J)

‘perché sono entrambe varietd con gli stessi SI.
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OSSERVAZIONI .

3.6 = Il Teorema 3.5 si applica anche a varietd non distributive, le para-pri-
mali ad esempio, [McK/1978] , tuttavia non si applica a molte varietd distri-
butive perch& la DPC & una proprietd molto forte; tra tutte le varietd di

reticoli solo quella dei reticoli distributivi la possiede (vedi [McK/1978] ).

3.7 - Nel Teorema 3.4 basta richiedere che la classe VPOI sia assiomatica
Ure]

N ] . . . . .
perche automaticamente risulta anche elementare in quanto si vede facilmente

che la classe V—VFSI € chiusa sotto ultraprodotti.

S o . . . .

3.8 - Se V & distributiva e V“I € una classe assiomatica allora anche VPSI
g 7

N . . c . . . .

¢ assiomatica (e quindi elementare), ma non tutavia viceversa (vedi

Baker [1977]1 , Remark 10.4)

3.9 - Be V € una varietd distributiva con la proprietd che in ogni algebra
di V 1'intersezione di due conguenze principali & principale allora VTSI
¢ assiomatica (vedi Baker [1974] , Teorema 2.15); quindi V & finitamente

basata. Esempi di tali varietd sono: le alpgebre di Heyting, le algebre rela-

zionali, le varietd con discriminatore.

3.10 - Ogni varietd con la proprietd EDPC,come si & ricordato nel paragrafo 2,
& con congruenze distributive, KShler-Pigozzi [1980]; si ha inoltre chiaramente
che v & assiomatica. Blok-Pigozzi [1982] ( §2) danno un metodo abbastanza
semplice per determinare identitd per V con EDPC. Come si & gid ricordato

esempi @i tali varietd provengono in gran parte dall'algebra della logica.

3.11 - I1 Teorema 3.4 comprende il 3.3. Infatti quando V=V(A) con A finita
‘€ una varietd distributiva si ha VFSISEHS(A); quindi VFSI & assiomatica essendo
una classe finita di algebre finite.

Cenno sulla linea di dimostrazione di Baker del Teorema 3.3.

Sia A come nell'enunciato, sia VO§2 V(A) la varietd determinata dalle
sole identitd di Jdnsson (vedi TEOR. 2.1 e 0SS. 2.2). Sia |A} =N,

K= { B: Bev, [B] < w1+
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TFATTO 3.12.- V(K) finitamente basata implica V(A) finitamente basata.-

Infabti: per il Lemma di Jdnsson V(K) =K _ ; siano dunque A_;.. A

ST SI 1 p
i membri (a meno d'isomorfismo) di K“I—V(A)SI . Quindi esistono p identita

e
ese- e che valgono in A e tale che e, non vale in Ai, i=1,.. p. Allora
1'insieme Id(K)LJ{él,..e } assiomatizza V(A). Rimpiazzando A con Ax A1X..xAP

si pud dunque supporre V{A)=V(K).

Sia ora & l'enunciato UDE: ¥xO..V =x.); allora
J

XN(O§}<jéN 3

K=voﬂ Mod( §). Quindi per il Teorema 2.19 Id(VO)U I[8] € un insieme di
assioml per V(K) (purtroppo esso & infinito!) . Baker determina allora
dei criteri per cui 1'insieme I[y] del Teorema 2.19 pud essere sostituito
con un sottoinsieme finito (vedi [Ba/1977] Teorema L.k, Criterio 4.5) e poi
applica talil criteri al caso I[68] in questione. Per essere piu precisi
si osservi che I[8] & ottenuto ponendo in (2.11) m=N(N+l)/2 e (pk,qk),
k=1,.. m tubte le possibili coppie (xi,xj) con Og i< j< N. 8i denoti ora con
Ir[é] tutte le possibili identitd di I[§] in cul le traslazioni Fi"'Fm
sono s-traslazioni con s<r. Siccome il tipo & finito & facile mostrare che
Ir[dj & finito.(lella composizione di 1-traslazioni FeG nell'algebra dei
termini si deve sostituire le variabili che non compaiono in G con varisbili
che non compaiono in G che hanno indice pil basso possibile).

31 denoti ora con JN un insieme finito di identitd che sia una base

per le identitd di V(A) aventi N variabili. Tale insieme esiste per il

Teorema 3.2 della Base dovuto a Birkhoff. Baker a questo punto mostra che

(3.1) Id(VO)U JNU Ir[6] , con r=26m, m=N(N+1)/2

& un insieme (finito) di identitd per V(K). La dimostrazione & alduanto

complicata; essa fa uso di fattl combinatorici, quali il Teorema di Ramsey
nel caso finito. Il metodo per determinare le identitd (3.1) di Baker &
primitivo ricorsivo. Un metodo alquanto piul semplice nella dimostrazione,

ma solo ricorsivo, si trova in Taylor [1978]
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Dim. del Teorema 3.4 d4i Jdnsson. — Sia V come nell'enunciato, sia VO:_;V la

+ varietd determinata dalle sole identitd di Jdnsson. Per BE_VO e per

2

b N . B 3 P . P
(a'l’)’_l.) (a2 b2)6 tali che CgB(ai’,bl)anB('lTbZ) >OB si definisca
. b b . .. A . . . s s
(al l’a2 2) come 11 minimo r per cui esistono r-traslazioni Tl’ F‘2 ed
i€ {0,.. n} tale che:

3.2 F L b, )2 (T F ¢
(3-2) (73,57, )%, (Foa,,To0,) & Of

almeno un r esiste per (2.9) (2.10). 8i definisca a valori in o U {oo}

(3.3) R(B)= sup { r(al,bl,ag,bg) C%(al,bl)ﬂCgB(a2,b ) >oB}

2
e se @ & una sottoclasse di VO

(3.4)  R(C)= sup{ R(B): Be ()
R(B) viene detto il raggio di B; la sua definizione 8 stata data per la prima

volta da Herrmann [1973] per i reticoli.

FATTO 3.13 - Se €C & una sottoclasse assiomatica di VO allora C]FSI risulta

R(GFSI)

Per la dimostrazione si osservi che, essendo il tipo di VO finito, si

asslomatica se e solo se

< oo. -

possono definire formule del primo ordine ¢ (Xi ,yi,x2 ,ye) tali che
. s
B ¢ (a_,b b )
A L %) =
I1 resto discende dalla definizione di FSI e dalle (2.9) (2.10).

,a se e solo se r(al,bl,a s.

FATTO 3.14.- Se R(V__ )=s

+2.-
— allora R(V)< s+2

Per le dimostrazioni e per i dettagli si veda Gritzer[1979] , Appendix 3,

oppure Baker [1977] § 10

Essendo per ipotesi V___asiomatica, per 3.13 esiste un sew tale

ST

che R(V*SI)zs' §i consideri allora la classe & =£B: BE_VO, R(B) < s+2} ;

F
questa € una classe strettamente elementare tale che contiene V per 3.1h.

Quindi la classe C =®FS ¢ assiomatica per 3.13 e quindi elementare per

I
1'088. 3.7. Inoltre si ha che CNv=v

FSI
®

SIg C. Allora la conclusione della dimostrazione pud essere tratta

€ elementare (per ipotesi) e che

usando il seguente teorema, di facile dimostrazione (vedi [Gr/19797 , Appendix 3),:

che non fa uso dell'ipotesi di distributivita
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TROREMA 3.15 (Jdnsson).— Sia V una varieti, (B una classe elementare
contenente V. Se esiste una classe assiomatica G tale che . @OIE e )
fw]

vNC & elementare, allora V & finitamente basata.-

OSSERVAZIONT .

3.16 - Il fatto 3.1h vale anche nella forma: R(VSI)=S implica R(V) < s+2

v assiomatica.
FSIL

11 che implica R(V)< o0, da

Allora come gid osservato (088.3.8) VSI assiomatica implica

.
|
]
=
§
/
%
[ ]
|
%
&
]
|
:
.
|
°
|
|
.
|

SI)<<><>

e quindi la conclusione per 3.13.

Infatti: VSI assiomatica implica R(V

i R(V < 0o
cul R(Vpe,)

3.17 - Dal Teorema 3.15 segue pure la dimostrazione del Teorema della Base
di McKenzie 3.5. Basta, infatti, prendere come ® 1a classe delle algebre

dove §> definisce le congruenze principali e @ = CBSI'

§ 4, -Avvento del Commutatore.-—

Si & sviluppata recentemente per le varietd modulari V 1'importante

teoria del Commutatore che permette di definire per ogni A di V una

applicazione
L, 1 Con(A) xCon(A) — Con(A)

che gode delle basilari proprieta: ’
(h.1)
(4.2)

(4.3)

lo,p] = [B,0] < aB

|

EU;B +Y]: [(1,8] + [a:YJ
-1 -1 -1 . . .
h [o,8] =[h a,h 8] + kerh, per ogni epimorfismo h:A - B
ed a,B & Con(B)
D'ora in poil denoteremo con af l'intersezione di congruenze e con a+8
1l'unione reticolare, ciod la minima congruenza contenente ay 8

.

Il Commutatore fu introdotto da J. Smith [1976] per la varietd per-

mutabili; esso generalizza la nota nozione di commutatore definita sui sotto-

gruppl normali di un gruppo. Hagemann ed Herrmann[1979] hanno esteso il
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commutatore alle varietd modulari. Successivi fondamentali lavori di Gumm[1980] Ij.2.— Sulla peneralizzazione del Lemma di Jénsson a varietd modulari.

Freese e McKenzie [1982] , (vedi quest'ultimo per una eccellente panoramica) Hagemann ed Herrmann [19791 , nell'articolo originario da cui parte

. : . : . . . . . L
hanno fatto crescere la teoria e 1'hanno applicata con successo a molti 1a teoria del commutatore per varietd modulari sono i primi ad osservare

M- - s . . . . R ) ) .
problemi 1in varietd modulari. L'operazione di commutatore, nelle varietd con che il Lemma di Jdnsson pud essere generalizzato.

buona teoria degli ideali pud essere definita su quesfi , Gunm-Ursini [1983] ;

~

Un'algebra A di una varietd modulare & detta prima se da " [a,B]=0

essa diventa qui un valido strumento di indagine. sepue o =0 oppure B =0. Per la proprietd (4.1) si ha che la classe delle

Mi limiterd semplicemente ad esaminare alcuni risultati, ottenuti con algebre prime & contenuta in VF“I e che coincide con questa guando V &
oL

1a teoria del commutatore, che si ricollegano ai risultati esposti nei distributiva, essendo il commutatore uguale all'intersezione in tal caso.

paragrafl precedenti. Cost il Lemma di Jdnsson diventa

b.1.~- Caratterizzazione delle varietd modulari residualmente piccole.

TEOREMA 4.3( Hagemann-Herrmann [1979] , Corollario 3.3).- Se A & un'algebra

Freese e McKenzie [1981] (vedi anche [Fr-McK/1982] , Parte I, §8) prima in una verietd modulare V generata da una classe K, allora A.EHEPU(K) .-

provano che una varietd modulare -residualmente piccola deve soddisfare la X . .
I1 medesimo teorema viene formulato da Gumm {1981] in maniera un

seguente relazione sulle congruenze: * . ..
. : pd pill generale. Se « ¢ Con(A), A in una varietd modulare, si definisce
(i) alB,8l< [a, 8] i . .
. N find . . ... . centralizzante di o : ¢ (a)=V{8 : [a,8] =0 } ; sia poi
Se inoltre V & finitamente generata, (i)=& (ii) < (iii), dove:
.. N R . E= {z{a): a € Con(A),a> O }
(ii) V e residualmente piccola A
(iii) V & residualmente < n per qualche numero naturale n. PEOREMA 4.4 (Gumm [19817] , Theorem 6.19). — Se V & una varietd modulare
Tali risultati danno una risposta negativa al problema di Quackenbush generata da K ed AQ_VFSI , allora A/gA(; HSPU(K).-

(vedi OSSERVAZIONE 1.11) per le varietd modulari, migliorando considere- La dimostrazione di questo teorema & simile a quella originale di

volmente la risposta negativa di Taylor [1979a] per varietd regolari :Jénsson; essa sfrutta le proprietd del commutatore in luogo della distri-

permutabili. Una risposta negativa al problema di Quackenbush & stata data ”butivitﬁ. Se A & prima allora, come si & gil detto, Ae'VT”I ed inoltre gAZO;
i ‘o
anche per varietd generate da un semigruppo finito, McKenzie [1982] 'ﬁquindi i1 teorema U.4 contiene il 4.3.

- Freese e McKenzie [l981](Theorem 10.5) mostrano, generalizzando risulta-

R. Freese e R. McKenzie ottengono di pil per la classe VQI per una

ti ai ~ . ieta i1d i ie C s . .
1 di Lampe-Taylor £l983jper varieta permutabili, che ogni algebra semplice varietd localmente finita e precisamente

in una varietd modulare generata da un'algebra finita A ha cardinalitd non TEOREMA 4.5 (Freese-McKenzie [1982] , Theorem 10.2).-~ Se V & una varietd loc%ﬁ~

superiore a quella di A. Inoltre, McKenzie [1983] caratterizza le mente finita generata da una classe K, A<5VSI con monolita p , allora A/C(U)E_SPU(K)-—

varietd di K-anelli residualmente piccole come quelle che soddisfano per COROLLARTO b, 6([Fr-McK 19827 , Corollary 10.h)- Se V & distributiva localmente

qualche n> 4 1'identitd: (x-x")(y-y )=( (X—xn)(y—yn))n-

finita generata da K allora VSIQ;SPUHS(K). -

~(1li autorl mostrano con un controesempio che nel Corollario 4.6 non

i pud omettere 1'ipotesi di finitezza locale. Tuttavia, ci si pud chiedere
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se per una varietd distributiva V generata dalla classe K di tubtti i suoi
membri finiti vale VSIQ;SPU(K) come accade ver la varietd dei reticoli;
una risposta positiva comporterebbe che una varietd V distributiva soddisfa
gli stessi enunciati universali soddisfatti nella classe dei suoi modelli
finiti se & solo se V risulta generata dai membri finiti, ciod soddisfa le
stesse identitd di questi; questo & un problema lasciato aperto in [ Tu/1983]

Una delle consequenze importanti del Lemma di Jonsson & che VSIQQHS(A)
quando V & una varietd distributiva generata dall'algebra finita A, Freese

a mostuato

[1982] ha introdotto il concetto di similitudine e, via commutatore,kche 5
sostituendo 1'ipotesi di distributivitd con la modularitd nel risultato
precedente , si ha che ogni membro di VSI & simile ad uno di HS(A). Anche
i risultati di Kiss [1983] , che generalizzano precedenti risultati di

Davey [1977] e EKdllar [1980] , mostrano che il passo dalla distributivitad

alla modularitd, via-commutatore, & breve.

4.7 - Sul Teorema di Baker.

Poiché le varietd generate da gruppi finiti [0a-To/1964] e da
anelli finiti [Kr/1973] sono finitamente basate, una generalizzazione
naturale del Teorema di Baker dovrebbe essere: ogni algebra finita di tipo
rinito in una varietd modulare genera una varietd finitamente basata. Tuttavia,
un tale risultato non & possibile; Polin [1976] ha dato un esempio di un
anello non associativo finito (quindi a congruenze permutabili e percid
modulare) che genera una varietd non finitamente basata. Un esempio pid
§ehplice ¢ in Vaughan-Lee [1979]

Esistono esempi di varietd V generate da un'algebra Tinita di tipo
finito e tale che nessuna varield localmente Ffinita W 2V risulta finita-
mente basata. Queste V sono dette "inherently" non-Tinitamente basate (vedi
[ McN-Sh/1982] e bibliografia ). Tubbavia, gli esempi finora nobi non sono
di varietd modulari. In [MeN-Sh/1982] viene formulato, tra gli altri proble-
mi, il
PROBLEMA _: Bsiste un'algebra finita di tipo finito in una varietid modulare

che sia "inherently" non-finiltamente basata.
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Applicazione delle condizioni del "termine" hanno portato alla prova
che certi reticoli algebrici non possono essere reticoli di congruenze
ai semigruppi (Taylor [1982] , Theorem 1); cosl applicazioni della condizione
sui termini in varietd modulari in particolare del termine denominato
"differenza ternaria" (vedi Freese-Mckenzie [1982] § L, Gumm [1981] s T,
Taylor  [1982, Theorem 3) potrebbero portare ad una risposta negativa per il
problema sopra formulato. Inoltre, una analisi approfondita del commutatore,
della sua parentela con il prototipo in Teoria dei Gruppi, potrebbe dare una

soddisTacente generalizzazione del Teorema di Baker.

h.8 - Oltre il Commutatore.

Anche se la maggior parte delle varietd inleressanti sono distribubive

0 modulari rimane tuttavia fuori qualche non trascurabile caso, esempio i

semigruppi. La definizione data da Freese-McKenzie [1982] non & per niente

“legata alla modularitd anche se & provalo che solo in questo contesto funziona
* bene. Nell'ambito pill generale di quello modulare, l%%tudio delle varietd
'lguasi—abeliane ha dato ottimi risultati (Baldwin-McKenzie [1982] -) per lo
f'spettro dei modelli infiniti di teorie di llorn. Altrettanto si potrebbe

ﬁfsperare per lo studio delle varietd decidibili localmente finite per le quali,

in ambiente modulare, grazie al commutatore si sa tubto (Burris-McKenzie [1981]
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