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COMPLETEZZA PER LOGICHE INTERMEDIE
S..0hilardi-G.C.Meloni

Scopo di questo lavoro ® lo studio della comple~
tezza rispetto alla semantica kripkiasna di quelle
logiche proposizionali che si situano fra la logica
intuizionista e la logica classicaia differenza del-
le cogstruzioni usualmente impiegate per questo tipo
di problemi,si utilizzeranno qui strutture'senza
punti" con le costruzioni geometriche ed algebriche
relative ( topologie di Grothendieck,locali,ecc. ).
Pil specificamente il discorso si(articoleré nei se-
guenti momenti:
a)considerazione invariante della sintassij;
b)costruzione di un modello "gsenza punti" che in u-
na metateoria classica con assioma della scelta ri-
sulti isomorfo all'usuale modello di Stone—Kripke
ottenuto con i filtri primij;
c)studio,in metateoria intuizionista,di alcune pro-
prietd fondamentall del modello cosl individuato
( "lemmi di valutazione" )3
d)dimostrazione del teorema di completezza per una
classe infinita di logiche intermedie.

Si potrebbe inoltre mostrare che il metodo cosl in-

dividuato si applica anche a logiche di tipo modale,
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§T_ Fer la terminologia e i concetti impiegati,si ve-
da [11,0 meglio [2].In particolare,fissata un'algebra
di Heyting H,se Ssg(H) (doveff(H) ¢ 11 reticolo op-
posto dei filtri di H) e I & un ideale di H,convenia-
mo di scrivere I€S,qualora per ogni F€S si abbia che
FcI (ossia esiste un x che sta sia in F che in I).

51 ottengono allora le seguenti proposizioni:

PROPOSIZIONE Siano C un crivello del preordine
<33(H),2>e F un filtro di H; ponendo:

CcpF sse Ccvp e per ogni ideale I1€C, FCI,
si ottiene una topologia di Grothendiecke.

PROPOSIZIONE _ Esiste un morfismo iniettivo fra H e

il locale dei crivelli chiusi Néssociato alla to-
pologia di Grothendieeck di cui alla proposizione pre—
cedente.Usando una metateoria classica con assioma
della scelta si dimostra inoltre che%?Né isomorfo al-
l'algebra dei crivelli di filtri primi di H (ordina-
ti da 2),

In tutto il seguito del lavoro si utilizzerd guindi
vain luogo del modello di Kripke canonico,grazie al
risultato di isomorfismo ottenuto ¢ ¢cid permetterd

al contempo di rimanere in una metateoria intuizioni-

sta e di accedere ad una struttura pil ricca,in quan-~

— 615 —

t0o¢ ¥ (H),2)( a differenza dell'insieme dei filtri
primi ),& un reticolo ed ha definite al suo interno
le operagzioni di estremo superiore ( 1l'intersezione )
e di estremo inferiore ( il filtro generaéo dall® u~

nione ).

§2_ Si consideri ora l'insieme delle formule ben for-
m;;e su un insieme (numerabile) di generatori atomi-~
ci; scriveremo A(pi) per indicare che la formula A
& costruilta a partire da un insieme finito di formule
atomiche comprese fra p1,...,pn;fissata un'algebra di
Heyting H,scriveremo A(xi) per intendere 1'elemento
di H che si ottiene sostituendo in A(pi),p1 con X, gee
+egb, COD X ed eseguendo poi le operazioni indicate
in H.
Chiameremo canoniche le formule A(pi) tali che per o-—-
gni algebra di Heyting H :
se per ogni XiﬁH A(Xi) =1, N

allora per ogni ’j'iﬁg A(gg'i) =g§(H).
Risulterd allora che,se una logica intermedia & as~-
siomatizzata utilizzando solo schemi provenienti da
formule canoniche, essa sara completa rispetto ad u~-
na classe di preordini ( individuata mediante una
condizione al secondo ordine ).
Caratterizzeremo fra poco un insieme infinito di for-

mule canonichejper far cid occorrera "trovare un pon-—
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te" fra le valutazioni delle formule in H e le va-—
lutazioni delle formule in%fvz proprio questo & re-—

so possibile dall'analisi fatta "senza i punti',

DEFINIZIONE Se F & un filtro e I un ideale (di u-
n'algebra di Heyting H) con F3T indichiamo 1'idea-—
Lo { x| JfeF,icl tac., x¢f>il e con I3F 11 £iltro 1%
|3rer,ieT toc. isfexl

DEFINIZIONE Siano A(pi) una formula qualsiasi,Fi,
I, dei filtri,rispettivamente ideali; definiamo o-
ra induttivamente 1'ideale A(Ei,Ii) e il filtro
AL, ,F. ) |
a) se A(pi) = p, Der pkéip1,...,pns,allora:
| A(E;»I,) =TI, e A(L;»F,) = F_;
b) se A(pi) = 0 ,allora:

.A. F. o = :.:’

(Fg01) =L0]; e az,m) =[o]
(dove[jQ]I ¢ 1'ideale minimo e [O]F il filtro mas-
simo);

c) se A(pi) = 1,alloras
A1) =[1]; AL, ,F,) = [1]:@ |

(dove (1], & 1'ideale massimo e [1 p il Tiltro mi-
nimo); '
d) se A(pi) = A1(pilaA2(pi) yallora:

A(F, ,1.) = '

(E,T,) A1(_F_‘i,Ii)QA2(£‘i,Ii)
AL 0Fy) = A, (Z;97;)UA, (L, ,F; )
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(O denota il filtro generato dall'unione);
e) se A(Pi) = A1(pi)vA2(pi),allora:
AR ,1,) = A, (B, ,1,)08,(E,,T,)
AL HF,) = A, (1,7, A (I, ,F,)
(qui U denota ovviamente l'ideale generato dallvunio-
ne);
f) se A(pi) = A1(pi)aA2(pi),allora:
AR 9T;) = A (L yF ) DA, (E, T, )
AMIHF ) = A (R LI )DA(TF) o

DEFINIZIONE_ Una singola occorrenza di una variabi-
le pi in una formula A(pi) & detta positiva (nega-
tiva) secondo la seguente definizione irduttivas

a) 1 & positiva in D, }

b) se 1 ¢ positiva (negativa) in A,allora 1 & po-
sitiva (negativa) in AAB,AVB,B-4A;

c) se 1 ¢ positiva (negativa) in A,allora p; & ne-—
gativa (positiva) in A-B.

Una variabile & detta positiva (negativa) in una

formula sse tutte le sue occorrenze 1o sono,.

Scriveremo talvolta una formula A con A(Ei,pi) per
indicare che by pyod occorrere sia positivamente che
negativamente in Ajcon A(gi,yi) indicheremo invece
ltelemento di H che si ottiene sostituendo le oc-—

correnze negative di pi con xi e le occorrenze po-
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sitive di p. con v,
Pl Yle

§}_ Poste queste convenzioni,abbiamo i fondamenta-—
1i "lemmi d4i valutazione" che analizzano l'interpre-—
tazione di una formula inﬁffaei termini delle sue
interpretazioni "miste" nei filtri/ideali e quéste

ultime nel termini delle sue interpretazioni in Hs

LEMMA  Se Fi,Ii sono filtri,rispettivamente ideali,

A(Qi,pi) una formula,risulta che per ogni x¢H:

ai x€A(F i’Ii) ssge EifiéFi’jiéli‘t'C' x{A(ii,ji);

b . .
x€A(L,,F,) sse :Haiéli,fiéFi boce A(, 5T, )<%o

LEMMA _ Se A(E N ) & una formula qua181as1,tg 6’%2~
,I EEF ,allora'

a) A(F )T, )éA’Ji ’3‘/) :

B) A(I ,P)EA ,’}) .

Ne segue che per ognl filtro F

c) se FéA(g: y’) , allora per ogni F. oI EE?

FEA(F »Iy )e

I1 lato inverso del precedente lemma al punto ¢)
non & valido per tutte le formule (altrimenti tutte
le formule sarebbero cananiche),ma solo per alcune

di esse:

P
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DEFINIZIONE Diciamo standard le formule che non
presentino nessuna implicazione in antecedenti di

implicazioni e guasi-standard le formule che non ab-

biano implicazioni,occorrenti in antecedenti di im-
plicazioni,che non siano del tipo 1pi 0 7ﬂpi,per pi

atomica,
Si arriva cosl al cruciale lemma:

LEMMA _ Se A(Ei,pi) ® una formula quasi-standard e
’%iegwgallora per ogni filtro F @
i i s C
se per ogni Ii’Pfiji FC A(Ei,li)
allora E%éA(Ei,%i) .

§4_ Dai dati ricavati,si ottiene subito che le for-
mule quasi-standard sono canonichej;tuttavia il ri-

sultato pud essere migliorato ancora nel modo se-

guentes

DEFINIZIONE Sia A(Ei,pi) wa formyla qualsiasijdi-

ciamo sottoformula critica di A(Bi’pi) una sottofor-
mula che soddisfi le seguenti condizionic

a) sia del tipo B-C ;

b) occorra in un antecedente di implicazione;

¢) non sia del tipo -p, 7P, ,Per p, atomica,

Una sottoformula critica sard detta massimale sse
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ha almeno un'occorrenza in A che non sia all'inter-

no di altre sottoformule critiehe di A,

TEOREMA Sono canoniche le formule tali che ogni

variabile che in esse compare sia positiva in tut-

te le sottoformile critiche massimali oppure nega-

tiva in tutte le sottoformile critiche massimali,

Tra le logiche intermedie note che rientrano nella

condizione del teorema,citiamoj& ,Tr ,d: ,f; yweak
n’'tn?>n’'Yyp

TND,KP di [3} e KP_ di [4] .

[1]
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