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SULLA NON ASSIOMATIZZABILITA' FINITA DI P

Maurizio Negri

1. L'aritmetica non & finitamente assiomatizzabile in un duplice
senso: non esiste un insieme finito di formule che dia tutti i teo-
remi di P (Ryl11-Nardzewski 1953), non esiste un insieme di formule
vere in o di complessita limitata che dia tutti i teoremi di P
(Rabin 1961). Nel seguito dimostreremo che & possibile generaliz-
zare il secondo asserto sostituendo 1'espressione "vere in uy"

con "vere in un dato modello di P ". L'interesse di cid non sta

tanto nel risultato, che & ottenibile sotto una forma ancora pid

generale sfruttando metodi di teoria della dimostrazione.(si veda

Montague 1961 e Kreisel-Levy 1968), ma nel metodo di dimostrazio-
ne utilizzato, che & diverso da quello di Rabinzd @ strettamente
imparentato a quello seguito nella dimostrazione del teorema di
incompletezza di Gddel contenuta in Robinson 1963. Lo strumento
foﬁdamenta]e su cui & fondata la dimostrazione & il seguente Lem-
ma di Robinson-Friedman: Se A-é non standard, a63\4] , r(*:ﬂ)

@ un insieme ricorsivo di formule che ammette una relazione di
soddisfazione, F(Qn) & un tipo su i , allora r(ﬂﬂ) ¢ soddisfatto
in &. (Si veda Smorynski 1981, th.1.1.) Come conseguenza di
questo lemma, ogni modello non standard di F)possiede un certo
grado di saturazione: in particolare tutti i tipi di comp]éssité

limitata, purché ricorsivi, risultano soddisfatti. E' signi-
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ficativo che da questo fatto, che & conseguenza dell'overspill
e della possibilitd di codificare insiemi infiniti di numeri na-
turali con codici non standard, risultino sia il teorema di in-

completezza sia 1a non assiomatizzabilitd finita di P .

2. sial i1 linguaggio di P . se £ denota una struttura M.l ne &
i1 dominio. Se r(x.y) @ un insieme di formule, a ¢ | 4], diremo
che f’(a.y) & un tipo su & se & finitamente soddisfacibile in /.
P(’ﬁ‘l) é ricorsivo se considerato come insieme di numeri di Godel

To 2. Una relazione di soddisfazione per " & una formula S (z2.x.y)

di L tale che, per ogni A(xry) e [ | P}'S(rAlxy)1,X,y)<—-> Ay

Se S & una relazione di soddisfazione per [ , diciamo che " am-
mette una relazione di soddisfazione. Sel & un qualsiasi insie-
me di formule, con 3 [ designamo 1'insieme delle formule del
tipo di dx.-x« A con AE [ . befiniamo ora una gerarchia di
formule: 3, , V. sono le formule aperte di L ;3*"113 ‘Vlw e

vhit‘ \Vl 3

mitata se r'C Ug_ S Jsu , per qualche vew E' noto che esi-

. Diremo che un insieme [ é di complessitd 1i-

stono predicati parziali di verita per P e che quindi ogni M
di‘complessité limitata ammette una relazione di soddisfazione.
Possiamo quindi sostituire nel lemma di Robinson-Friedman

"che ammette una relazione di soddisfazione" con "di complessi-

td limjtata".
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Sial i1 linguaggio ottenuto aggiungendo a L { simboli per
tutte le funzioni di Skolem e sia SK 1'insieme di tutti gli
assiomi di Skolem del tipo di [ IxAlyi-yux)=> F3, 4 (f-u) =

M pr(y‘.,%;)] A [~ }xk(y,..‘,k x) - ngA (y...v“)on
dove 3«Ae L> (si veda Chang-Keisler 1973, 3.4.5). Poiché

‘le funzioni di Skolem risultano essere defim’bﬂi inP , e

possibile pensare la formula AxA posta ad indice di 'Fa,‘A
come una formula di P . Definfamo ora dei linguaggi di Skolem
parziali Li<§ Fy ,: 3<A63L§ v L per €21 | e definiamo
in corrispondenza delle teorie di Skolem parziali SKi coinci-
denti.con la restrizione di SK a L. . Intuitivamente SK:
contiene le funzioni di Skolem il cui definiens espresso in L
ha al massimo comp]essﬂ:a 3‘,1 .Se £ ¥ P | esiste un'unica
espansione A7 di Aal’tate che A E SK , dato che le
funzioni di Skolem sono definibili in P » € in modo analogo si
possono introdurre espansioni di Skolem parzialij Adgila i
tali che A: F Sk )

Indichiamo con A[=], dove a € [A|-® | i1 sottomodello
elementare generato da {Q) in , ciod Mﬁ <A , Lol }%)1}
E' possibile pensare [A[a]] come {t(a.) ttf)éL} (si veda Ro-
binson 1961). Poiché 1e funzioni di Sko]em sono chiuse rispetto
alla composizione, {)f- (a) t"‘)étj {_FCQ) F¢L } Consideriamo
1a sottostruttura (9); generata da ZQ} in /%.' e sia JQ;COF(‘SCH—'
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3. Indichiamo con /2;{.‘()3 1a relazione A < 6\ ristretta a
formule di 3;
a) A:fal < Ay, Lad b) A Ta] < A[<]
a) Vale A;[e] <; 4, [2]: infatti |9;] ¢ | Briy] perche Licl,,,

Teorema 1.

e per definizione A;[a] ¢ £ e A [a]c A . sia ora
AxAlyur) € 3: R q,...q\e‘j/ﬂ-CﬂI , Ao [alF dxA@ - aux).
sia F la funzione di Skolem associata a Ix A , allora

(‘S;MF Aa..a. F (ﬂ\g-a_\) e B;Fk Ala,. a, Fq..‘.a..) perché
Beocot,,TL:. atora B.TLFIx Aaanr).

b) Siano dxA e &, ... q. come nel caso precedente e sia

A falFdxA (a,-.aux) . Esiste allora una Fel! tale

che ®; F Afa.-auFla-a.)) e allora, essendo (bfL;:A-t’[o‘]

vale A; (0] F dx A (a-aux).

Teorema 2. Per ogni tew , A fa.'])[ P

Supponiamo che vi sia un ¢eew tale che #Z: (a] £ P . Sia F(W)=
{(FL<3< ‘1)4 : Fel: } , dove t% & una traduzione di L° in L.
Tale traduzione esiste perché le funzioni di Skolem sono defini-
bili in P . r(q.‘f) & un tipo su A;(a] perché & finitamente
soddisfacibile in A ;[a] . ,'ﬁ(’q) ha complessita Timitata
-perché i definiens delle funzioni F appartenenti a L

sono in d. r (xy) & ovviamente un insieme ricorsivo.

1
Allora per i1 lemma di Robinson-Friedman & soddisfatto in A;[2].
Cid & assurdo dato che ogni elemento di i;[oj & esprimibile

,tS — .
come F (a) per qualche Fe (; .
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Teorema 3. Per ogni AEP ,» non esiste un insieme P' di for-

mule chiuse di L vere in A di complessita limitata

tale che tutti i teoremi di P siano teoremi di P .

Supponiamo che un tale P'esista e che sia P'Cﬂ‘- per qualche
Ceco . Allora A;Calk P, perche A FP |, ALadr P,

ALl P Ty P

P perche ALalf P (1.2).

non pud dimostrare tutti i teoremi di

Durante gli anni '50 si realizzd la possibilita di ottenere
mode11i non standard di P con ultrapotenze thVD e si identifico
il modello di Skolem con uJW/O ré§|, dove gisono le funzioni de-
finibili in JS. Ci si chiese se altre classi di funzioni, come
le generali ricorsive o Te primitive ricorsive, dessero luogo a
sottostrutture dicdﬁ?b che fossero modelli di P . La risposta,
negativa, & contenuta in Fefermann-Scott-Tennenbaum 1959.Sfrut-
tando i metodi precedenti otterremo una condizione abbastanza ge-
nerale perché é non dia Tuogo a un modello di P. Supponiamo che
éf contenga 15 funzione costante zero e sia chiusa rispetto a
successore, somma, prodotto eseguiti punto a punto. Supponiamo
che‘g contenga 1'identita, perché cid evita il caso banale di

w
A /ﬁ VS‘ = 0\5 . Diremo che Fé universale perSL se & possibile

r~a
associare ad ogni 'fe }} un numero -} €« tale che, per .ogni feg',

weow  F(Fw)=Fo
W
Teorema. Se ﬁ’ ha una funzione universale definibile, Jj /D m’)é P

Per ipotesi esiste Atry:) ¢L tale che, per ogni 7(6.7 , Wew,
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JE A (? n, )L(“)) Sia ff((a\o) - {-IL(“db):'fég} e poniamo L((-}b).f((dbj,
¥ & un isomorfismo di \ng/[) M s 4 (db). Basta allora dimo-
strare che %(@o”lp. Supponiamo i1 contrario e sia P(’W}={ (Fvﬂ*ﬁ)§:
Fe L;«} , allora r&dmy} & un tipo ricorsivo e limitato su
g(‘db). (Poiché éLcontiene 1'identita, {7(%) contiene 1'elemento
aon standard FJD .) Ma f?dpgd non pud essere realizzato in Q(JQ
perché, per ogni Qé}#(‘do)/ , vale A (]?'1, f‘ip,a) per qualche
f € f? , ed & quindi esprimibile come valore Fcﬂo) di un'op-
portuna funzione di complessitd n.

Bibliografia
Chang-Keisler Model Theory 1973
Kreisel-Levy Reflection principles, Zeit. Math. Log. 1968
Fefermann-Scott-Tennenbaum  Models of arithmetic through fun-
ction rings, Notices A.M.S. 1959
Montague R.  Semantic closure and non finite axiomatizability
in Infinitistic Methods 1961
Robinson A.  Model theory and non standard arithmetic, 1961
On languages which are based on non standard
arithmetic, 1963, 1in Selected Papers.
Ryl1-Nardzewski C. The role of axiom of induction in arithmetic,
F.M. 1953
Smorynski C. Recursively saturated models of arithmetic, JSL 1981
Rabin M. 0. Non standard models and the indipendence of the
jnduction axiom, in Essays on the Foundations of
Mathematics, 1961




