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DOMIHY E CATEGORIE DOHINICALT

di- rGiuserre  ROSOLINI

Le catedorie dominicali (= dominicsl vatesories) sono state introdottle
Ja Heller in [Hel e sono slale studiale da I'i Fanla e Heller come arprocciu
sldebrice alla teoria della ricorsivita'.

In auesto articvolo si »rova un teorems di rarrresentazione rer le
catedorie dominicali e si rroduce un'immersione di une catedoria dominicaie
in un-orrortuno Lorosy che dovrebbe ri;ulLare ulile rer successivi sludi cu

aueste coledorie, Frodurremo infine un esemrio rer auanto affermato.

1, CATEGORIE DOMINTCALY E DOMINIL

Eichismiamo velocemenle la definizioney di celedoria dominicalel una
catedorio € =i dice » un L a L ¢ se rer ouni corria di ogdetti X»¥Y di

esiste una morra OMX—iY che viano fisse rer vomposiziones cioe' Qw=0 e :0=0

rer odni w e z comronibilis T C una marpa f si dice t ot a1 g se rivelas

le marese 03 se fws0Q allura w=0., Le marere totali individuano una sottocateso-

ria CT di €.

Una caledoria € st dice d v m i n i oale se e runtabts ed esisbe

e Tuntore x1CxC——2 tale cher ristretto alla catedoria QT: sia un effettive
rrodotto catedorialei lnoltre si richiede che 414 isomorfismi associabtive
Vi MYy s XY )T e commutativo Xu¥-—iYuX sisvo naturali su lLutts L e valdgono

le seauyenti richieste

58 & snle se  w=0 orPuUre z=)

rlunid)=wrry wliduuw)=ue [ (wxw)d=dwy

dgovae & v oa sono 1o srodezioni orrortune & d e la diadonsle.
Leemri di catedorie dominicali sonw forniti da molte catedorie i

Funziont sarzieli della vita di tutti & giornd! g1li irsiemi con le fumzioni
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Purziaiiy 1’ingieme del mumeri naturall con le fumzioni ricoresive rarziaslis
411 seazi torolodici con le funzioni continue definite su wun srerto.
Si definisce d o m i nio domw di una marrs wiX—3Y 1’endomorfismo
PldxwddiX~—3X, Elenchismo alcune rrorriets’ di aueste marrel
(i) w o dom w = w (ii) dom{dom W) = dom w
(iii) dom{v o dom 2) = dom w o dom 2 = dom z o dom w

Civ) dom w = id se & s0lo se w &' lotale

(v) doml{w % z) = dom w i dom 2.
2, LA CATEGORIA DEI DOMINI
Intendiamo rarerrsentare la catedoris dominicale C come catedoria di

marre Pazizli! a nuesto scero introduciamo la categoria Dom(C) dei domini,

Gli oddelti di wuest’ultima sono le marre di C della forma dom wiX—

un
morfismoe sirdam w —3 dom 2 (coen dom w dominio gu X e dom z su Y) e uni mavea

51 X~—>Y i C tale che

dom g = ddom w € ow & 0 s = 5,
.
L7ides di una tale definizione e' di ‘agdiungere’ i domini mancanti in € e
vtilizzsre le marpe che 'sono definite’ su tutto il loro Homirmio ed *assumono

valori® rel codominio.

Le vevifics che Dom(C) sia uns valedoria e' del tutto aldgebrica: cosi

come la dimostrazione dellas seduente -

PEOFOSTIZIONE, La catedoria Uom(C) ha srodotbti Cimiti e ha un oddetto
iniziale stretto. Inoltre sammette contbroimmasgini dei monomorfismi delle forma
dam uldamn w de—b odon 0 {deve essere dom w0 dowm wo o dom ow Y.
Wimostrazione, & beneficio del lettore volenterosor avverlismo che in

vale la rroeriets’ seduente! we rpz = Pw & @z = awr allore z = W, ]
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a2 ausnto enunciator sedue che esiste 18 catedorias FR(Dom(C)) dei
morfismi rarziali Jdi Dom(C) definiti su monomorfismi della forma:
dom widom wy—>dom z. E' hanale rrovare che FIO(Dom(C)) e dominicale. 5i
consideri 1/ ansednazione che asgociuo ad un morfismao wiX~>Y in £ 11 morfjomo

rarziale di FI(Dom(C))

dom w
Jam u///}— \\\\::
24
id ied, ¥
i X Y

Esun defimisce unm funtore dominicale I da C a FO(C) che e rieno e fedele.

Nuyesets costruzione e’ 1o riu’ rnaturale rossibiles nel senszu che

TEOREMA., Sisnmo I uny aualunaue catedoria con prodotti finiti ed odgseltu
inizinte ed M ura famigliz di mopomorfismi di I chiuss rer compocizione e mer
controimmaginit sia ro1 FM(D) la catedoria di worfismi eparziall di U definiti
su monomorfismi di M, Datw un aualunaue funtore dominicaele FIC—0IFMHID)y nsi-
ste un unico funtore FYiDom(L)—3>T che conserva i limiti e 1’pdggetio iniziale

o induce un funtore F(FY)IFM(Dom(C))—2FH(D) tale che F = F(FY) o I,

Tralasciamo la dimostrazione lungar m3 semeplicei rpero' notiamo che dal

teorema discende che 11 funtore u!CxC=—>C puo' essere defipito in unico modo.

3, MORFISMI DI TURING

Consideriamo ora 1 immersione di Dom(C) nel toros di fasci Shi(lom(C)»J)
dove J e' la torolesgia in cui la famiglis vuots ricorre 1‘osdgetto iniziale (;
fasci per auesta torolodia sono 4 funtori Allom(C)-—38et con AL0) un sindo-
letto), L’immersione di Dom() in Sh{(Dom(C)rJ) e' riens e fedele e conserva
limili ed oddetto inizialed ol conseduenza C i rpuo' pensare come una catedo-
ria di insieml e marre parziali.

Utilizzismo auesta immersione rer un breve studio dei morfismi di
Turinds dove ulXuX-=>X in C e' un morfismo d 1 Turind serer ogrni

mappa VIYHX—>X esiste (non necesssriamente unical) una marpa {v>IiY—=2X Lale
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che v = u({v}) »u id), Notiasmw in inciso che la definizione di morfismo di
Turing e' leddermente diversa da wuella notar ma il teorema che sedue

dovrebbe giustificare il cambiamento!

TEOREHA, Esiste in £ un morfismo di Turing ulXuX-—2¥ se e sole e nel

toros Sh{Dom(C)sd) esiste ung suriezione (-~} !X—BCX—2X"1y dove [X—3%X"1 e

17oddetto delle funriuvni rarziall da X a3 X definite su un dominio.
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