Estratto da

R. Ferro e A. Zanardo (a cura di), Atti degli iﬁcontm’ di logica matematica '

. Volume 3, Siena 8-11 gennaio 1985, Padova 24-27 ottobre 1985, Siena 2-5
aprile 1986. ~ ' I

Disponibile in rete su http://www.ailalogica.it

53

SU UNA TEORIA GENERALE DELLE PROPRIETA,
BASATA-SU SCHEMI DI COMPRENSIONE ITERATI
E PRIVI DI TIPI

ANDREA CANTINI
Firenze

l.Formuliamo una teoria delle proprieta,GIP,otte-
nuta iterando lo schema di comprensione type-free

di Gilmore-feferman ([17])lungo un preordine diretto.

‘La logica di GIP contiene,oltre ai tradizionali

connettivi,una .successione di negazioni forti nel
senso di Fitch[5].Nonostante che 1'idea di Ffondo
sulla quale si basa GIP sia legata a una problema-
tica logico-filosofica (SCOttls],iterazione delle
definizioni di verita;Kripkel4],classificazione
degli enuciati éutoreferenziali),si prova che GIP
individua esattamente il quarto livello della
classificazione delle teorie matematiche ordinarie
di H.Friedman ([3],[6],[7]),i1 sistema ATR .

La "proof theory" di GIP e di alcune. estensioni
viene:quindi applicata alla metamatematica di
ATL@O,EEIL—TIO e ATRO+21—DCO (c.£.r.[63,077 ).

2.La teoria GIP. Tl linguaggio L 4i GIP € un lin-
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guaggio elementare,che contiene costanti applicati+
Ve per una teoria delle operazioni totali [8].p.101,
comprese le costanti N(insieme dei naturali),g
(zero),successore e predecessore. Oltre a =,i'pre-
dicati di L sono <« s ;L contiene gli operafori
logici T,F,nonche varia‘bili per oggetti (x,y,z,..),
e per livelli (i,j,k,..). Gli étomi di L hanno 1la
forma t=g,i<‘j,tﬂ)is ("’t € in s a livello i).
Alcuni termini di L-indicati metalinguisticamente
con {x:A(x)} -fungono :.‘la nomi di asbtratti.Le for-
mule sono generate con le usuali operazioni elemen-
tari(la quantificazione e ammessa anche su livelli);
inoltre,se ’A & una formula,Ti(A),Fi(A) sono formule.
Una formula Ti(A)(Fi(A)). @ detta i-segnata;una
i~-proprietd @& un astratto della forma{x:A},dove

A @ i—segnata.Abbreviazioni:xr?iynx“'i(x ”\iy);
AsiB:=(Ti(A)<—>Ti(B))A(Fi(A)e-wi(B));01i(a):=

Vx(x miavx (T]ia):="a & una i-classe",
Assiomi.2.l.Logica elementare classica estesa con

i seguenti Principi: Ti Preserva A,V,Vx,ﬂx,(ma’
non Vi,gi);Fi € una negazione forte,i.e.vale
Fi(A);)ﬁA sMa non qA—éFi(A),etc.;inoltre si ha:

se A & i-segnata, TJ.(A)(-—) ANigiimaAici=— Fj(A);

F‘J.(A)—)- j21i. 2.2.Assiomi standard su N e sulle

operazioni,compreso il principio 4C1i(N) e l'indu-
zione sulle i-classi.2.3.La relazione & & un
preordine diretto.2.4.Comprensione.Sia A(x,g) Priva
di quantificatori sui livelli e atomi della forma
g j,e siano ii""in le variabili d4i 1ivello che
occorrono in Ajallora k> il,..,in—-)

— Vu(uzv,k{x:A(x,g_)}Ek A(u,z)).
2.5.Est.ensioni.GIP1:come GIP,eccetto che l'induzio-

ne ¢ ammessa su Formule del tipo (+),3ﬂv(01i(v)/\

" AA(x,v)),dove A & i-elementare (A contiene solo My

a destra di"]i figurano solo variabili libere,e
non vi sono quantificatori su livelli).
GIPdc:come GIP,pilt 1o schema delle scelte dipen-
denti per condizioni del tipo (+).

3.Proprieta di GIP.Per ogni i,il sistema delle

i—classi,Cli,é chiuso rispetto alle opefazioni
booleane,nonché 1| e (prodotto e somma disgiunta
generalizzati). Fer Vogni i,esistono i-proprieta
che non sono i—clkassi,ma ogni i—prop;ieta € una
j-élasse per j> i. Sia ClN(a):=3i(C‘li(a)kA agnN),
Allora si prova: GIPj Cth= ATRO ;GIPlt— ClNkﬁi-TIo
e GIP, I Cl k= ATRO+2'1—DC.ATRO & l'analisi arit-

metica estesa con l'enanciato:"su ogni buon ordine
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R di N e per ogni X N,esiste una gerarchia,otte-
nuta iterando il jump lungo R'a partire da X"([6]).

4.5ulla metamatematica di 3IP. 3Sia Iﬁqola teoria

ottenuta da GIP,interpretando i livelli i,j,..,
come numeri e "ig j" come 1ltordine standard su K

IP<h,cont1ene dunque infiniti predicati '“o’"h"“

e operatori TO,T ,..;FO,F

TR

1 1

4.1.Teoremna.GIP e Iﬁ<u)hanno gli stessi teoremi-
aritmetici.

4.2.Teorema.IP<u’ ha gli stessi teoremi della
analisi predicativa

Otteniamo cosl un'altra‘prova di un risultato di
Friedman [3]:lATRO|= roe

Le dimostrazioni di 4.1-2 combinano tecniche stan-
dard di w-logica con i modelli asimmetrici diJ27.
5i possono definire estensioni transfinite di
Igw’lamfd e IP<iv »y© Provare :

GIP S I, = Z'i—TIO ; Z'i-TIo+'T|' i-TTOEATRO+ Ei—DCO_—’:
EGIPdCE IP~<€° ( = :=equivalenza rispetto ai

teoremi aritmetici).
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