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UN APPROCCIO ASTRATTO AI PRINCIPI DI LIBERA.
COSTRUZIONE PER INSIEMI, COPPIE, URUPLE,
OPERAZIONI ED EVENTUALI ALTRI OGGETTI NELLA
TEORIA QUADRO DEI FONDAMENTI DELLA
MATEMATICA DI DE GIORGI ~ FORTI

MASSIMO CLAVELLI
S.N.S., Pisa

Introduzione

Ltidea dei principi di libera eostruzione per og-
getti che nom siano insiemi & stata presa in conside-—
razione nelltambito del seminario sui fondamenti della
matematica diretto da E.De Giorgi ﬁresso la scuola nor-
males superiore di Pisa, Tali assiomi vengono introdot-
ti mell'ambito della teoria quadro presentata in [il.
Questa teoria fondazionale propone infatti molti com—
cetti primitivi,oltre all'@suaie appartenenza:coppie,
uruple,operazioniee..

Questi mwmovi assiomi si rendono necessari perchd
nella teoria quédro gli assiomi di libera cosbruzione
per insiemi non implicano amaloghi assiomi relativi a-
gli altri tipi di oggetti .

Una importante conseguenza dei prineipi 4i libera
costruzione, che sono stati dimostrati relativamente
consistenti in [2]1, & 1a possibilitad di rappresentare
in modo standard teorie matematiche {(come ad esempio

il)-calcolo).

Un'idea fondamentale 2 di esprimere gli assiomi di

libera costruzione in termini di strutture , permetten-—
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do cosl di enunciare in maniera {mificata i prinecipi di
libera costruzione relativi ai véz‘i tipi di oggetti.
Questo sembra opportuno perchd gli assiomi di libera
costruzione per cooppiej uruple,operazioni... non risul-
tano essere stati mai studiati , mentre gli analoghi

assiomi per insiemi sono stati ampilamente analizzati

$1 Definizioni preliminari

In guesto paragrafo e nei seguenti si fa riferimen-

to alle motazioni e definizioni introdotte in [ﬂ

Definizione 1,1

Si dice struttura 4i tipo finito (di tipo n+l,nel)

un'oyperazione f‘:BIZAnA-—){O,l?; con BEA classi .

S5i dice ®&truttura di tipo <W un'operazione

£ anlgA 4&0,1} con B&A classi .

In entrambi i casi A verri detta amblente dl feB

classe degli oggetti di f (si scriverd A=amb(f) e
B=ogg(f) )

Nel seguito si indicheranno le strutbure: con le
lettere f,g , i rispettivi ambienti eon A,A' , le ri-
spettive classi degli oggetti con B,BY .

Definizione 1,2

Una g si dice restrizione 4i f alla classe CsA=
=amb(f),se g(xﬂo,l....,xn)='y¢>(,f(xo,...,,,,xn)=y&xo,...,‘,xnec)
Risultera in particolare: A'=C , B'=BNC .

. Inoltre g si dird f-transitiva se
(f(xo,xl, .<.,xm)=1&xoec)=$x1, vv X €C

Definizione 1,3

Un grafico funzionale imiettivo h si dice wnm iso-
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morfismo tra f e g se h & una bigezione: tra i rispetti-
vi ambienti e f(xo,-.r,.xn)=y@g(h(xo),..,h(xn))=y .

Con h#‘*(f) si indicherd una qualsiasi g , tale che h

& un isomorfismo tra f e g .

Definigione 1,4

Sia Yum grafico funzionale a valori 0,1 , f si 4i-
ce Y-standard se Wxe dom £ (£{x)=¥(x))
f si dice Y—transitiva se
('-I'(xo Xy s ...,,xn)&xﬁh)‘:%(xoeﬂ&xl,.. . ,.xneA)

§2 Alcuni schemi di agssiomi d4i libera costruzione

In acuanto segue e un'opportuna classe di. strut-
ture e ¥ un opportuno grafico funziomale a valori 0,1 .

Assioma di W-Y-universalita

Ogni feM & isomorfa a una struttura Y-standard e
Y-transitiva . '
Agsioma di A-Y-universalitl superatomieca.

Sia data mna fel , tale che amb(f)(\G?aﬂY):}é , €

sia C una classe combtenuta in amb{f)~ogg(f) ; allora
esiste un isomorfismo h tale che le h*‘k(f) siano strut-
ture Y-transitive e Y-standard ¢ h ristretta a C sia.

‘ [ e
Assioma di A —Y-superuniversalita idemtita .

Sia data uma fe'l , tale che una restrizione di f
a una classe ¢ sia f-transitiva e sia una struttura
¥ -standard ‘e Y~transitiva 3 allors esiste un isomorfi-
smo-h , tale che le hgﬁ‘(‘f) siano strutture ‘Y,-stanaard
e ¥Y-transitive e h ristretta a C sia 1l'identitd .

$3 Alcuni esempi

Definizioni 3,1

ina struttura si dice 10ca‘1e se il suo ambiente &

un insieme .
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Una struttura f si dice estensionale (debolmente)
se (£(x,2, 40 es8, ) =bT(Tyay yoeps, )=ty 0088 (1)) X7
Una struttora £ si dice di oggetti piccoli se
Nx(¢y/f({x].y)=1%elus) '

Una struttura £ si dice funziomale se
£ [Keyo ) =r({x]le 5 0l )=l y=2

Una struttwfa T si &ice‘semglice se
Vxeoge(£)dy(£( - ¥)=1)

Una struttura £ si dice pura se amb(f)=ogg(f) .

Assiomi 4i’libera costruziome per imsiemi

Per ottenere degli assiomi di libera costruzione
per insiemi , si puwd prendere come ¥ il seguente:
yiInsxV 50,1 5  vlx,y)=l<yex .
Come " si pud prendere la classe delle strutture esten-
sionali per oggetti piceoli di tipo 1+1

Assiomi di libera costruziome per coppie

Per ottenere degli assiomi di libera costruzione
per coppie , 8i pud prendere come ¥ il seguente:
\Y:(Vz)l;svz—éfozl} i Yix,y,3)=1ex=(y,2) .
Coqe‘t si pud prendere la: classe delle strutture esten-
sionali seﬁplici di tipo 2+1 .

Assiomi di libera eostruzione per uruple

Per ottenere degli assiomi di libera costruzione
per uruple , si pwd prendere come ¥ il seguenmte:

‘u B l .n - "y seogX. )= ‘= X
Y-nﬁmﬁv ) 5Y'—4>20»1} H *(X@,xly _,Iﬂ) 1¢>x0 (xl"’xm)
Come "L si pud prendere la classe delle strutture esten-
sionali sémplici di tipo <w .

Assiomi locali per insiemi,qpppie;uruple

Si possomo ottenere degli altri prineipi 4i libera

ecostruzione,che verranmo detti locali,restringemdo la
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classe ¥ alle strutture locali .

Assiomi di libersa costruzioﬁe per operazioni (inte-

se in senso umario)

Per ottenere degli assiomi 4i libera costruzione
per operazioni , si pud prendere come Y il seguente:
*:Uroplgvz_)go,l} s yix,y,2)=1x(y)=5
Come M. 81 pud prendere la classe delle strutture funm-—
ziomali di tipo 2+1 .

M, pud essere ristretta prendendo inm comnsiderazione

‘solo le strutture che siamo per oggetti piceoli o loca-

1i e/o pure efo estensionali .

54 Un ulteriore sviluppo

In un articolo in preparazione si enunciamo e si
dimostrano consistenti gli assiopi conplessivi di libe—‘
ra costruzione che coinvolgono contemporaneamente pil
classi di strutture e piu grafici funzionali .

Tra le applicazioni la possibilité di rappresentare
in modo standard e transitivo i modelli della teoria
quadro , e la possibilitd 4i introdurre in modo pil
semplice gli assiomi di libera costruzione per opera-
zioni intese in senso ario di cui im 2] .
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