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1. Introduzione,
' I risultati che esporremo in questo articolo riguar-

dano le proprietd costruttive di alcuni sistemi dedut-
$ivi del primo ordine 3=T+L: la notazione indica che il
sistema S & costituito da una parte matematica T (una
teoria del primo ordine nel senso aif 3 ]) e da una lo-
gica L con identitd intermedia fra quella intuizionista
INT e quella classica CL.

Per mezlio mettere in evidenza che una stessa teoria
T d4 luogo & sistemi diversi al variare di L, indichere-
mo con "Tl—'—-—A" il fatto che A & deducibile nel sistema
?+L. Data una teoria T, si pud costruire, fra gli altri,
il P-sistema classico T+CL: come & noto, si possono sce-
gliere T e L tali che T+L &_consistente, mentre il T-si-
stema classico non lo & [8 ]. In gquesto articolo saremo
interessati soltanto a quei sistemi T+L che risultano
consistenti sse i corrispondenti T-sistemi classici so-
no consistenti; questo significa che le logiche di cui
¢i ocecuperemo conterranno il principio di Kurodaf 8]:
(K) Vxa1a(x)=y11Vxa(x), per ogni A del linguaggio.

Le proprietd costruttive che tratteremo saranno la
(piena) costruttivitad e la semicostruttivitd: diremo che
S=T+L & costruttivo sse S soddisfa la proprietd della
disgiunzione PD (Ti=AvB e AVB & chiusa ===p TH=4 o
TE.B) e la proprietd della esplicita definibilita PED
(rHeJIxa(x) e Ixa(x) & chiusa =) esiste un termine
chiuso t tale che Thh-A(t)); diremo invece che S=T+L
5 semicostruttivo sse S soddisfa la proprieta debole
della disgiunzione FPDD (T H=-AvB e AvB & chiusa —)
rEl s o TS B, dove, come si & visto, CL & la logica
classica) e la proprietd debole della esplicita defini-
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bilitad PDED (T JxA(x) e I xA(x) & chiusa —> esiste
t chiuso tale che TSk A(t)). :

Lo studio dei sistemi semicostruttivi e costruttivi
¢ di rilevanza informatica, soprattutto per quanto ri-
guarda il problema della sintesi dei programmi[li, 5 Je
quello della estensione dei tipi di dati astratti [4,2.];
per una trattazione sufficientemente dettagliata e uni-
ficata di questi aspetti, da cui la presente ricerca ha
preso le mosse, rimandiamo a,El.]. Nel presente contesto
saremo invece interessati a esporre risultati orientati
ad una classificazione della mutua "compatibilitd cost-
ruttiva di vari principi logici e matematici. In tal
senso, la presentazione di un certo numero di sistemi
grandi pud risultare di interesse logico oltre che in-
formatico, Col termine "grandi" vogliamo mettere in evi-
denza che tali sistemi intendono essere (e sono) pil po-
tenti dei sistemi.costruttivi usualmente trattati nella
tradizione logica: e in effetti, lo scopo della ricerca
gqui esposta non & quello di scegliere e/o giustificare
un particolare orizzonte semantico e di definire qualche
sistema formale che ad esso si adegui, ma di individuare
i pid ampi frammenti possibili di certi sistemi classici
che siano costruttivi (o semicostruttivi) ed effettivi
(ciod, assiomatizzabili),

La tecnica che abbiamo utilizzato per definire i si-
stemi effettivi che presenteremo, consiste nella defini-
zione (mediante opportuni criteri semantici) di insiemi
non effettivi di formule che soddisfano PD, PED e le u-
suali regole di inferenza. Tali insiemi sono visti come
una sorta di "confini superiori”: nell'ambito di essi,
mediante teoremi di validitd, si individuanc principi
logici e matematici che danno luogo a sisteml semicos-
truttivi effettivi; indebolendo questi ultimi sistemi,
si pud poi pervenire a sistemi effettivi (pienamente)
costruttivi. Per ragioni di spazio illustreremo solo a
grandi linee, e per il caso piu semplice, questa tecni-
ca, mentre per una breve illustrazione relativa ac un
caso qui esposto senza giustificazione, rimandiamo a
[% ); wa trattazione dettagliata e completa si pud
trovare inf 6 J.

2, Teorie con modello isoinigziale e la logica IKA.
Saremo interessati alle teorie che formalizzano com-

pletamente un modello isoiniziale, ciog& a gquelle teorie

T che verificano le seguenti proprieta: 1)per ogni for-
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mula chiusa P priva di quantificatori, T¥&F o 'Tehk4F;
2)esiste un modello M di T, chiamato isoiniziale, tale
che ogni elemento del suo supporto & denotato da almeno
un termine chiuso del linguaggio.

Le teorie con modello isoiniziale nel senso della ca-
ratterizzazione data, per es., in [AI'L ], possono esse-~
re estese, senza alterarne l'assiomatizzabilita e la cl-
asse dei modelli, in teorie che formalizzano completa-
mente un modello isoiniziale: l'aggiunta di un_ disgramma
ricorsivo & sufficiente. Tali teorie, in L[4, 21, sono
proposte come le teorie che caratterizzano la nozione in-
tuitiva di "tipo di dati astratto",

Le logiche che considereremo in seguito saranno tutte
estensioni di una logica di base, che chiameremo IKA:
IKA si ottiene aggiungendo a INT il principio (X) di Ku-
roda e la seguente legge della doppia negazione ristret-—
+a alle formule atomiche:

(AT) v mA—>A, per ogni A atomica, ,

La presenza di (K) e di (AT) in IKA permette di dimo-
strare il seguente fatto (si veda[ & 1):

(I) Se T formalizza completamente un modello isoiniziale,
allora, per ogni formula chiusa F priva di quantificato-
ri, THEAF o TiEA,p,

3. Schema dji induzione, schema dellé catene discendenti
e altri assiomi matematici.

Una teoria che formalizza completamente un modello i-
soiniziale pud ben contenere un principio di jnduzione
e un principio delle catene discendenti. Questi prineipi
saranno dati nella forma di schemi di assiomi (senza al-
cuna restrizione) e saranno distinti dagli altri assiomi
matematici, per i quali sard necessario imporre delle re-
strizioni per ottenere risultati di costruttivitd; salvo
avviso contrario, il termine ngssioma" escludera lo sche-
ma d'induzione e quello delle catene discendenti,

La forma pilt generale dello schema di induzione sara
la seguente:
(SIND) A(c0)n. -AA(cm) AV, Vil (A(xL)A. .AA(xKL) —>
—> A(£L(x1, .. ,xkL) ))A-AVEL, Vxkn(A(x1)n. AA(XkD) —>
—>A(fn(x1,..,xkn)))—>Vya(y), per ogni A del linguag-
gio (dove c0,..,cm sono costanti del linguagglg € qove_
fl,..,fn sono simboli di funzione del linguaggio di ari-
t2, rispettivamente, kl,..,kn). .

Diremo che una teoria T contiene QSINDZ appropriata—
mente see T formalizza completamente un modello isoini-
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ziale e ogni elemento -del supporto. di un modello isoini-
" ziale d4i T & rappresentato da un termine chiuso costrui-
to unicamente con le costanti ¢0,..,cm e con i simboli
di funzione fl,..,fn. B

Lo schema delle catene discendenti & cosi definito:
(50c) Ixa(x)A Vx(a(x) —> I y(A(y)Ay<x)VB)=I B, per ogni
A e B del linguaggio, B non contenente x libera,

Diremo che T contiene (SDC) appropriatemente sse T
formalizza completamente un modello isoiniziale e £ &
assiomatizzato in T come un ordinamento parziale irri-
flessivo che & ben fondato in ogni modello isoinizisle
di 7. ’

In generale, usando la logica classica, si pud dedur-
re (SIND) da (SDC); questo nmon vale per le logiche cos-
truttive che considereremo noi, nel cui contesto i due
schemi risulteranno indipendenti.

Per guanto riguarda gli assiomi (propriamente detti)
di una teoria, considereremo le seguenti restrizioni,

Una Y-formula & una formula del tipo VxH,¢On H pri-.
va di quantificatori; una i—formula ¢ una formula del
tipo 3xH, con H priva di quantificatori; una Vd-formuls
& una formula del tipo Vx JyH, con H priva di quantifi-
catori (nei tre casi, x e X,y possono essere insiemi Vuo-
ti di variabili).

Una VY3i-formula & induttivamente cosl definita: ogni
V3-formula e ogni formula del tipo —=A sono V3v-formule;
se A e B sono VI1-formule e ¢ & una formula qualungue,
allora ARB, C-=pA e VxA sono YJ 1 -formule,

Le Va-formule sono definite in modo analogo, prenden
do le V -formule al posto delle V J-formule nella clau-
sola di base (si noti che le VIr-formule contengono pro-
priamente le ¥na-formule e che queste ultime contengono
le Harrop-formule, definite, per es., in [8]).

4., L'ambito costruttivo BD(T); eistemi effettivi delimi-
tati da BD(T). '

Anzitutto definiremo induttivamente la nozione di
nformula ben data in una collezione € di formule chiuse",
Diremo che A & ben data in € (abbreviato da "A & b.d.
in @ ")sse A€ € e una delle seguenti clausole & soddi-
sfatta: 1)A & atomica, 0 A==3B per qualche B; 2) A=BAC,
e Ba bede in € e C & b.d. in € ; 3)4=BvC, e B & b.d.
in @0 C & b.d. in € ; 4)A=B—>C, e se B & b.d. in €
allora C & b.d. in € ; 5)A= 3xB(x), e esiste t tale che
B(t) & b.d. in € ; 6) a=VxB(x), e per ogni termine
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chiuso t la formula B(t) & b.d. in @ .

Ora, 'sia T una teoria con insieme di termini chiusi
non vuoto e sia @ (T)= {A / A & chiusa e TI—‘—-"-A; ; de~—
finiremo allora l'insieme di formule chiuse BD(T) come
segue:

B(T)={a/ & & v.d. in €(T)}.

Ltinsieme di formule aperte”e chiuse -B_D'(T) risulta
poi cosl definito:

BD(T)=BD(T) v {.A / A & aperta e la sua chiusura univer-

sale appartiene a BD(T)}.

by

I1_seguente fatto € di facile dimostrazione:
(IT) BD(T) & un insieme di formule chiuso rispetto a PD,
PED, MP , allg regola predicativa di particolarizzazione
RP e alla regola predicativa di generalizzazione RG.

Vale anche il seguente risultato di massimalita:
Teorema 1.Sia € -un qualunque insieme di formule ghiuso
rigpetto a PD, PED, MP, RE e RG tale che BD(T) € €
e?sfe (T): alloxa % =BD(T). m =

__ Noi sismo interessati a sottosistemi effettivi di
BD(T) nel caso in cui T formalizza completamente un mo-
dello isoinigziale; allo scopo, introdurremo i seguenti
principi logieci:
(M) Vx(A(x)v~a(x)) AT xa(x)->Ixa(x);
(PL) (Wx(a(x)=—>B(x))—>Ix(a(x)vC(x)))=>I x(alx)vo(x)),
purché valga T EkVx(A(x)—>B(x)) (dove A,B e C sono ar-
bitrarie);
(P2) (V=x(A(x)—>B(x))—>V=x(a(x)vc(x)))=>Ixa(x)vc(t),
purchd TIELVx(A(x) —>B(x)) (dove A,B e C sono formule
arbitrarie e + & un terminme arbitrario).

I1 principio (M) & il ben noto principio di Markov
L 87, mentre (P1) e (P2) sono, per quanto ne sappiamo,
nuovi; sia (P1l) che (P2) permettono di dedurre, con l'u-
so della logica intuizionista, il ben noto schema
(G7 4—A) =1 AvaiA)—Dd4AvanA
studiato da Rose,’ ‘

Chiameremo EST1kAl la logica ottenuta aggiungendo a
IKA i principi (M), (P1) e (P2); vale il seguente teo-
rema, che ci permette di caratterizzare una classe si-

gnificativa di sistemi effettivi semicostruttivi:

Peorems 2, Sia T una teoria (assiomatizzabile) che forma-
lizza completamente un modello isoiniziale, contenente
(SIND) e (SDC) appropriatamente e tale che tut-
+i i suoi assiomi {propriamente detti) sono V3 1 -formu-
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le: allora TESXIEAl, ipplica A€BD(T). W

Due indebolimenti dei principi (Pl) e (P2) sono i se-
guenti: :
(pP1) (Vx(A(x>—->B(xp->3x<A<x>v-.c(x)))—>3x(-nA(x)v
va e(x)), purchd T = Vx(a(x)—B(x));

(DP2) (Wx(a(x) —»B(x)) =Vx(A(x)vac(x)))—Ix~ 3 Alx)v
v~0(t), purchd T\=Vx(A(x)—>B(x)). ,

Aggiungendo (M), (DPl) e (DP2) alla logica IKA, si
ottiene la logica DESTIKAl, che ci permette di caratte-
rizzare una classe di sistemi effettivi (pienamente) co-
struttivi:

Teorema 3. Se T soddisfa le ipotesi del Teorema 2, allo-
ra T+DESTIKAl & costruttivo. B ,

Per una dimostragzione del Teorema 2 e per una dimo-
strazione del Teorema a partire dal Teorema 2, riman-
diamo il lettore al &].

5, Altri sistemi effettivi.
~ Per introdurre sistemi formali alternativi a quelli
esposti nel paragrafo precedente, abbiamo bisogno di al-
cune definizioni preliminari. '
siano U(y) e V(y,z) formule contenenti libere al mas-
gimo le variabili indicate; diremo che ¢ & una formula
in U, U=V, y sse C soddisfa una delle seguenti clauso-
le induttive: l)"=U(§), dove le possibili variabili dei
termini % sono in y3 2)C=U(£)-§V(i,i'),dove le possibi-
1i variabili di t e t' sono in y; 3)C==C', o C=ClAC2,
o 0=Clwv(2, o C=C1 ~»C2, con C', C1l e C2 formule in U,
U—»V, y; 4)0=3vC'(v), o C=VvC'(v), con ve y e C' una
formula in U, U—>V, y. ;
Diremo che A & T-stabile sse A soddisfa una delle se=-
guenti clausole induttive: 1) & atomica o & del tipo
3B; 2) A & una J-formula e Tk A; 3)A=BAC, o A=BVC,
o A=B—>C, con B e O #<ssabili; 4)A= VxB(x), con B(x)
T-stabile,
Diremo che C & negativemente satura sse ogni occor-

3

renza in ¢ di un quantificatore & nel campo d'azione di

una negazione,
Diremo che C & guasi: negativamente satura sse C=

=g zB(z), con B(z) negativamente satura,

Introdurremo ora le seguenti due famiglie di principi
logici:
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(Qv) (¥x(+aH(x)AK(x) a3 Vy=U(y)) =2 ((Vx(H(x) =K (x) ) -
—~0VD) ) =>(Vx (A 1H(x ) A+K(x) SV yU(y) )= ((Vx(H(x) —
=K (x))=—>C)V((Vx(H(x) —>K(x)) —»D)), dove C & una qua-
lunque formula in U, U—3V, y (D & arbitraria);

(@) (Vx(»1H(x) MK (x) DY gaU(g) )—> ((Vx(E(x) = K(x)) >
~3wC(w)))—> (Vx( 1H(x) maK(x) >V 7U(y) ) =T w(Vx (B (x )~
—>K(x))—>C(w))), dove C(w) & una gqualunque formula in
U, U=V, y.

Se c¢i si limita al caso in cui K(x) & T-stebile, le
regole (Qv) e (Q3) diventano, rispettivamente, (RQV) e
(RQ3). L'aggiunta ‘delle regole (RQv) e (RQ3) a IKA -pro-
duce la logica ESTIKA2. Vale il Seguente: ‘
Teorema 4, Sia T una teoria (assiomatizzabile) che forma-
lizza completamente un modello is’oiniz’iale, contenente
(SIND) e (SDC) . eppropriatamente e tale che tutti
i Svo; assiomi (propriamente detti) sono VI -formule o
V- -tormule: allora T+ESTIKA2 & semicostruttivo. B

Noteremo che i sistemi deduttivi del .Teorema. 4 sono
tcostruttivamente incompatibili" con quelli del Teorema
2 e del Teorema 3; in effetti, (BQv) e (RQ3) permettono
di defurre, con l'uso della logica intuizionista, i due
principi di Kreisel e Putnam (incompatibili con (M) [8):
(KPV) (a4 —>BvC)—> (24 —>B)v(14~>C);

(KP ) (RA—>IxB(x))->3Ax(14 - B(x)) (con x non libera in

4). D Eé negaty e
Sg_. ei si limita al caso in cuilC_& quasi negativamen-
te satura, le regole (RQvV) e (RQ3) diventano, rispetti-

vamente, (DRQV) ¢ (DRQI). Dalle regole (DRQY) e (DRQ3J)
non & possibile, in generale, dedurre (KPV) e (KP3); co-
sl definiremo DESTIKA2 come la logica ottenuta aggiun-
gendo 'a IKA le regole (DRQV), (DRQ3I), (KPv) e (KP3) (ta-
le logica & una sottologica di ESTIKA2). Vale per
DESTIKA2 il -seguente risultato di (piena) costruttivita:
Teorema 5, Se T soddisfa le ipotesi del Teorema 4, allo-
ra T+DESTIKA2 & costruttivo, B

se in (Qy) ci si limita al caso in cui ¢ & negativa-
mente satura (mentre K(x) pud essere arbitraria), si ot-
tiene la regola (NSQV); se in (NSQV) ci/si limita al ca-
80 in cui D & negata, Si ottiene la regola (DNSQV). Le
logiche ESTIKA3 e DESTIKA3 si ottengono aggiungendo 8
IKA, rispettivamente, (KPV) e (NSQV), e (KPV) e (DNsqv).
Valgono i seguenti -teoremii
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Teorema 6, Sia T una teoria (assiomatizzabile) che for-
malizza completamente un modello isoiniziale, contenente
(SIND) appropriatamente, priva di (SpC) e tale
che tutti i suoi assiomi (propriamente detti) sono V3 =
~-formule o V- ~formule: allora T+ESTIKA3 » semicostrut-
tivo., W ,

Teorema 7, Se T soddisfa le ipotesi del teorema 6, allo-
ra T+DESTIKA3 & costruttivo, i

Noteremo che i sistemi deduttivi del Teorema 6 sono
wcostruttivamente incompatibili®" con quelli del Teore-—
ma 2 e quelli del Teorema 4: infatti, si pud dimostrare
che per teorie opportune T che soddisfano le ipotesi del
Teorema 6 (e dungue del Teorema 2) l'aggiunta di (M) a
T+ESTIKA3 produce un sistema che non & semicostruttivo;
analogamente, 8i pud far vedere che esistono teorie T
che soddisfano le ipotesi del Teorema 6 (e dunque del
Teorema 4) . tali che l'aggiunta di (KP3) a T+ESTIKA3
produce un sistema. che non & semicostruttivo,

Nel contesto di teorie deboli (prive di (SIND) e di
(SDC)) @& possibile la "compatibilitd costruttiva® dai
principi pid forti di (M) e delle regole (Qv) e (Q3J).
A questo proposito ricorderemo che il principio di
Grzegorczyk :

(6¢) Yx(avB(x)) —> av¥xB(x), per ogni A e B(x), con x non
libera in 4A- : ' '
permette di dedurre, con le regole della logica intui-
zionista, (M). Ora, sia ESTIKA4 la logica ottenuta ag-
giungendo (Qv), (Q3) e (G) a IKA (si noti che (QV) e
(Q J) sono prese senza alcuna restrizione); vale il se-
guente: ' o
Teorema 8.Sia T una teoria (assiomatizzabile) priva di
SIND) e di (SDC) e tale che tutti gli assiomi d4i . T
sono Harrop-formule (T pud anche non avere modello iso-
iniziale): allora T+ESTIKA4 & semicostruttivo. M

Se nelle regole (Qv) e (Q3J) ci si limita a ¢ guasi
negativamente satura e a D negata, s8i ottengono, ris-

pettivamente, le regole (DQv) e (DQ3I). La logica
DESTIKA4 si ottiene aggiungendo a IKA le regole (DQv),

(pQ3), (kpV), (kP3) e (G); vale il seguente:
Peorema 9. Se T soddisfa le ipotesi del Teorema 8, al-

Tora T+DESTIKA4 & costruttivo, M ‘
Vogliamo infine presentare le duevlogiche ESTIKAS
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e DESTIKAS: la prima si ottiene aggiungendo a IKA le re-
gole (P1), (P2) e (G); la seconda si ottiene aggiungendo
a IKA le regole (DP1l), (DP2) e (G). Valgono i seguenti
teoremi,

Teorema 10.Se T soddisfa le ipotesi dei Teoremi 8 e 9,
allora T+ESTIKAS & semicostruttivo, M

Teorema 11, Se T soddisfa le ipotesi dei Teoremi 8,9 e
10, allora T+DESTIKAS & costruttivo. M
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