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APPLICAZIONI DELLA TEORIA INTUIZIONISTICA DEI TIPI
IN THEORETICAL COMPUTER SCIENCE '

SILVIO VALENTINI
Padova

0. Introduzione

In questa relazione, non tecnica, vaglio presentare
gli argomenti che il gruppo di cui faccio parte, insieme
a Bossi e GBGarzotto, sta studiando. Tutto il lavoro e’
fondalmentalmente ispiratc dagli studi di Martin-Lof ed
altri (vedi bibliografia) sulla teoria intuizionistica
dei tipi e sulle espressioni con arieta®.

Il nostro interesse attuale e’ prevalentemente
rivolte alla theoretical computer science dove pensiamo
che la teoria dei tipi possa servire come approccio ai
problemi di -correttezza dei programmi. Tuttavia 1lo
studico teorico della teoria delle espressioni, di cui
abbiamo presentato una nostra versione in [ 7 1, sembra
essere un - passo fondamentale verso un gqualsiasi
tentativo di implementazione della tecria dei tipi su
el aboratore.

1. Una breve introduzione alla teoria intuizionistica

dei tipi.

Nella teoria intuizionistica dei tipi si e’
interessati ad  esprimere giudizi su tipi. Per questo
motiva, 1*unico reguisito che pretendiamoc da una

espressione per poterla chiamare tipo ' che si conosca
un metodo per decidere sui giudizi che la riguardano.
In questo approccio saranno percio” tipi le usuali

formule del calcolo dei predicati del primo ordine, una

volta che si sia deciso cosa si e’ disposti ad accettare
per dimostrazione della 1loro verita®’, ma anche 1le.
specifiche che un programma (per calcolatore) deve
soddisfare, se si pud® spiegare .guando un programma le
saddisfa. ) . )

‘La situazione si puo® rappresentare con la seguente
figura '

1 — 1

tipo ——=—- ' A ! e’ soddisfacibile '{—— giudizio
| O U t ‘
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La teoria intuizionistica dei tipi si propone come
sistema di regole che permettono di dedurre giudizi sui
tipi.

La nozione di regola e’ guella standard {(per esempio
mutuata dalla deduzione naturale): una regola e” il
"riassunto" della giustificazione che ci permette di
passare da alcuni giudizi {espressi nelle ipotesi) ad
un nuovo giudizio (espresso nella conclusione?.

Le forme dei giudizi che si possono esprimere su un
tipo, al di 1a’ delle interpretazioni che al tipo stesso
=1 vogliono dare, sono

Giudizio Interpretazione Interpretazione Interpretazione
logica computazionale insiegistica
f type  Re' un tipo f e una # e un problesa A &' un insieme
- proposizione
A=B type A e Bsonc A el sonopropo- Ael senc pro- Aed sono
tipi  uquali . sizioni uquali blemi uguali insiemt uguali
aeh . a e’ un elemento  a B’ una prova & e’ una scluzio- & appartiene
del tipo A della propo- ne del problema A all® insiese A
sizione A
asb A aebsonoele- . aebsonopro- aeb sonosoiu- . aeb sono ele-
menti uguali ve uguali della zioni uguali menti uguali
del tipo & proposizione A del problema A dell’insieme &
L interpretazione insiemistica puc” essere
esemplificata nel riconoscere l17insieme dei numeri

naturali  come tipo, cice® nell’esprimere il giudizio
N-type, e nel riconoscere come elementi “"canonici®™ di N
lo zero, cioe” nell’esprimere il giudizioc 0&N, e nel
riconoscere la chiusura di N rispetto all’operazione di
successore  che si puo’ esprimere nel giudizio s{ale N se
aeN. . .

Le capacita® espressive del concetto di  tipo si
possono  pero’ vedere meglic guando si decide di “fare
confusione” tra le varie interpretazioni. Ad esempio la

proposizione Vi BGD puc’ essere riconosciuta nel  tipo
(T xen) Bix) il cui significato inteso e "per ogni
elemento = a di A vale B{a)": viene usata
contemporaneamente 1*interpretazione insiemistica e

quella logica.

CTY x€m). BGH type e un giudizio wvero (sotto
1*ipotesi A-type e B{x)-typelx & Al) perche’ sappiamo
quali sono i suoi elementi "canonici": una sua
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dimostrazione e una gualsiasi funzione (costruibile)
Ab) - che mappi un elemento a di A in una prova b(a) di

Bi{a). '

' Ne consegue la verita® del giudizio M) et ey BOGD
(sotto 1 ipotesi che b{x)E€B{x) [xe& Ad).

E* evidente che gli elementi canonici non esauriscono
{in genere) gli elementi di un tipo: ad esempic 27 va
riconosciuto come elemento di N pur non essendo O o
della forma  ‘“successore”; diremo allora elemento "non
canonico" di -un tipo un metodo che, una volta eseguito,
produce un elemento canconico {(del tipo).

Buando si definisce un tipo si potranno allora
introdurre nuovi operatori che specitichino come operare
sui suoi elementi: essi  darannc luogo ad elementi non

canonici, cioe” metodis allo stesso tempo si
introdurranno delle regole di computazione che
specifichinc Tquale’® metodo: esse dirannoc come
{semantica operazionale) puo’ venire computato

17elemento canonico. Un elemento gia’ canonico verra’
naturalmente sempre computato in se stesso.

Ad esempic associato al tipo (TWxgfA) Bix) si
introdurra® un operatore Ap per applicare all elementoc a
di A la funzione ce¢ (TTx€n) B(x) ottenendo un eleménto g
del tipo Bl{a). La regola di computazione e’

© ==y Al bial == g per cosputare Apic,a) si deve prisa
corputare ¢ ottenende 1'elemento ca-
fplc,a) ==t g nonice A{b} e poi calcolare bia),

Alloc stesso modo agli elementi di N si puo”™ associare
1" operatore di recwsione rec con regole di computazione

§ == { d.==>q  per computare recla,d,el si valuta

priga a otienendo 0 o s{b) per gual-

recia,d,e) == g the bel. Foi, nel priso caso si pro-

seque valutando d (basel, nel secon-

3 ==} sib} eib,recibyd,e)) == g do ci valuta efb,recib,d,e}) {passo
induttivol

recla,d, e} == g

2.Tipi come specifiche di programmi.

Specificare un  problema in type theory equivale a
definire il tipo delle soluzioni del problema. Se poi si
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riuscira® a dimostrare che il tipo A cosi’ ottenuto non
e® wvuoto, cioe’ se si potra’ dimostrare che ‘il giudizio
+ &€ A e’ veroc per qualche +f, allora, essendo la
dimostrazione costruttiva, avremo effettivamente
costruito f ed al  tempo stesso dimostrato che esso
risolve il problema specificato con A. )

Naturalmente 1la specifica di un problema non e’ la
soluzione del problema, ma la definizione di cosa puo’
essere accettato come soluzione del problema. S5i possono
infatti specificare problemi non solubili, cice® tipi
vuoti. :

Una figura illustra il modo di procedere:

. . . prova della solubilita’ di &
codifica della prova . . . {e- ==
della solubilita’ del- ce sviluppo. del prograama f
la specifica A
== . specifica del problema
prograsma eseguibile che --—---> f € A {~———-- ‘ ==
soddisfa la specifica tipo delle soluzioni del problema

L"esecuzione del programma f consistera®™ quindi
nell*applicazione delle regole di computazione sino ad
ottenere un elemento canonico g del tipo A, o,

alternativamente, potra’® proseguire con la valutazione
degli argomenti di g (fully evaluation).
In gquesto approccio due problemi si pongono
immediatamente
1) c’e® un programma che soddisfa la specifica A (7€ A7
2) il programma a soddisfa la specifica & ( a€f )?
Entrambi questi problemi risultanoc essere, in
generale, non decidibili in type theorvy.

3.Le espressioni con arieta’®.

Se si esaminano le espressioni usate per descrivere

le iregole di computazione si nota che esse sono
costruite a partire da costanti e variabili tramite
applicazioni. Ad esempio rec{a,d,e) e’ ottenuta

applicando 1a costante rec alle espressioni a,d ed e.
Incltre ad ogni espressione e° associata una sua
specifica funzionalita®™: il numero dei suoi argomentis
ad esempioc rec—{(.,.,.), a—{(), d—{}, e-{.,.). '
Si puo? specificare meglio se per ogni espressione si
introduce non solo il numero ma anche la funzionalita’

dei suoi argomenti, cioe® 1la sua arieta™. Cosi® a rec
)
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sara’® associata 1 arieta’ €Y, (), (), ())).

A partire da costanti e variabili con arieta” si puo?
costruire un sistema formale per trattare di espressioni
con arieta’. I1 risultato e’ in gqualche modo simile ad
un lambda calcolo con tipi: in questo caso 17unico tipo

e’ 17arieta’. Tuttavia se ne differenzia
fondalmentalmente perche” 1Tastrazione non viene
introdotta come operazione primitiva ma tramite una
definizione abbreviatoria. Infatti la nozione di

definizione abbreviatoria svolge un ruolo centrale nello
sviluppo del sistema formale.

Una definizione abbreviatoria e’ wuna relazione
binaria tra stringhe

definiendum = definiens
def

8i puc® pensare al definiendum {(cio’® che si vuole
definire) come ad una nuova denotazione per 17oggetto
denotato dal definiens (cio® che gia® si possiede). La
farma generale di un definiendum e’

d (Yls--sym)

dove in d (il nome parametricu)'passonu comparire delle
variabili Hyssnak, {i parametri) di arieta” ai a-astly @
2 s<-sY, (gli argomenti) sonoc variabili di arieta’
g s w "

4 Ad * esempio, sia x una variabile di arieta’ ()}, f e g
siano variabili di arieta” {())<€), allora olf,gl (x) =

de¥
f£{gx)) e’ una definizione abbreviatoria: olf,gl e’ ii
nome parametrico, x e° 17argomento. I1 significato

inteso e® di definire la funzione composizione di f e gj;
il nome parametrico e’ la notazione prefissa per la piu’
usuale notazione infissa. .

L astrazione si  puo”™ allora introdurre tramite una
schema di definizione abbreviatoria

Chey ) G c)(x‘,..,x“,yl,..,xM)dﬁ c(yi,..,yk)

dove ¢ sta per una qgualsiasi espressione.

L*introduzione delle definizioni abbreviatorie
richiede di estendere la relazione di equivalenza
testuale tra stringhe alla minima congruenza che ponga
uguali definiendum e definiens. Una volta definita tale
congruenza si  possono dimostrare sulle espressioni i
risultati standard relativi al lambda calcolo con tipi:
il teorema di forma normale ( esistenza ed unicita’® ) e
la decidibilita’® dell’eguaglianza.

E* inoltre possibile idntrodurre un nuovo sistema
formale, eqguivalente al primo proposto, che permette di
dimostrare piu’® facilmente‘la chiusura per sostituzione
e di dare le condizioni’ cui deve sottostare l7insieme
delle definizioni abbreviatorie per rendere decidibile
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il prob
arieta®.

iy pP.

£21 P.

[31 B.

L& P

£71 A

lema se una stringa e uwna espressione con

Martin—-Lof:

Martin—-Lof:

Nordstrom

Nordstirom, kK.

Fetersson :

Martin—Lof:

Bossi,S. Val
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