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STABILITA IN TEORIA DEI MODELLI
CON APPLICAZIONI ALL’ALGEBRA

ANNALISA MARCJA
Trento

In [Mr] veniva descritta la teoria della classificazione di Shelah.
In questo articolo, che pud essere visto come un'appendice a [Mr]

voglio dare un cenno delle possibili applicazioni di questa teoria

. all'algebra.

Notiamo che i problemi che si presentano possono essere di due

tipi:

Problema 1. Data una classe K di strutture (algebriche, rela-

zionali, algebrico-relazionali) caratterizzare gli elementi di

K che abbiano "buone proprieta" per la classificazione.

Problema 2. Tradurre i concetti generali elaborati nella teoria;
secondo la struttura algebrica di K.

Risolvere 1 non presuppone risolvere 2 e mentre per il problema
di tipo 1 esistono giad delle buone tecniche di soluzione, per al-

cune strutture la ricerca per il problema 2 & appena iniziata.


Rossella
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Nel seguito cercherd di accennare ai risultati ottenuti per il
problema 1 facendo riferimento a [Mr].Sono da consigliare anche
[T1], [T2], in cui alcune applicazioni sono trattate piﬁ in detta-
glio e da cui ho ampiamente ripreso.

Ricordo che se T & una teor?a del I ordine, contabile, completa,
priva di modelli infiniti, I(T,\) rappresenta il cardinale del-
l'insieme dei tipi di isomorfismo dei modelli di T di cardinalita

A. Chiamando T non classificabile se per ogni A non contabile

I(T,A)=2A, Shelah ha dimostrato che:

"Se T & instabile, o stabile non superstabile, o éuperstabile

ma nonkpresentabile, oppure superstabile presentabile o profonda

o senza la proprieta di esistenza, allora T non & classificabile;
altrimenti I(T, ‘T:a) < jw1(|u|)."

Per le teorie w-stabili, T & classificabile se e solo se T

e présentabile e’poco profonda.

L'articolo ha il seéuente schema:

Nel paragrafo 1 vengono date le soluzioni positive del problema

1. per la classe dei moduli su un anello contabile e per la classe
dei campi.

Nei paragrafi 2 e 3 sono illustrate invece le difficolta per le

classi dei gruppi e degli anelli, rispettivamente.

Nel paragrafo 4, per completare il quadro, d® un cenno delle criti-
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che alla teoria della classificazione e delle possibili soluzioni

alternative.

1. Moduli (cfr. [2])

Sia R un anello contabile con unita. LR sia il linguaggio con-
tenente 0, +, - e un simbolo funzionale unario fr' per ogni

r € R. (Scriverd rx invece di fr(x)). E' facile scrivere gli
assiomi della teoria TR dei moduli sinistri su R: M indichera

un modello di TR.

Definizione 1.1

Un'equazione & una formula del tipo r1v1+...+rmvm=0. Una formula

positivé primitiva (pp-formula) & una formula della forma

?;(YlA...AY ) dove le Y, sono equazioni. Osserviamo che se

n i
M & un modulo e ¢(v,;) una formula positiva primitiva, ¢(M,6)
(ciocé 1l'insieme degli elementi di M soddisfacenti ¢(v,6)) =S

un sottogruppe di M, chiamato sottogruppo pp-definibile. Inoltre,

per ogni sequenza a di elementi di M ‘¢(M,;)=¢ oppure & una
classe laterale di ¢(M,5).

vale il
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Teorema 1.2 ([B], [Mc]).

Per ogni R-modulo M, ogni LR—formula @ equivalente in Th(M)

a una combinazione booleana di formule primitive positive.

Da questo teorema segue che ogni sottoinsieme definibile di M &
combinazione booleana di laterali di sottogruppi pp-definibili
di M. Di piti, se p & un tipo su M (p€S(M)) esso & assio-

+ - +
matizzato da p Up e caratterizzato da p , dove:

p+= {d)(v,;l) €p : ¢(v,;1) pp-formula m € M}

p_= { ¢(v,;1) €p : d)(v,;v) pp-formula m € M}.

Il seguente %teorema & la soluzione al problema 1, per la classe

dei moduli.

Teorema 1.3

1. (Fisher, [F]). Ogni modulo & stabile.

2. (Macintyre-Garavaglia [G]). M @& superstabile se e solo se

non c'é@ alcuna sequenza discendente infinita di sottogruppi

pp-definibili
¢ (M) Do, (M) D ...2¢ (M) D... (n €W
o —-— 1 — — n -—

tale che, per ogni n€w, ¢ (M) ha indice infinito in ¢n(M).

n+l
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3. {(Macintyre-Garavaglia [G]). M & w-stabile se e solo se M

non ha alcuna sequenza discendente infinita di sottogruppi pp-

definibili
o (M 2¢, M) 2...2¢ M 2... ((EW

tale che per ogni n€w ¢n+1(M) # ¢n(M).

4. (Ziegler [2] Teor. 10.1). Ogni modulo superstabile & classifi-

cabile.

Nel caso particolare di R=3% (nel caso ciog& della classe dei grup-
pi abeliani) la caratterizzazione dei membri superstabili si pud
trovare in [EF]. Macintyre [M1] ha provato che un gruppo abeliano
e w—stabile_se e solo se & somma diretta di un gruppo divisibile

e di un gruppo di esponente finito.

Una classificazione di tutte le possibili funzioni = A = I(T,A)
(funzioni spettro) (A cardinale non contabile) per T teoria

completa di moduli si trova in [2].

2. Campi

Per la classe dei campi le soluzioni ai problemi 1 e 2 sono com-
plete. Esse sono contenute nel teorema 2.! per guanto riguarda
il problema della classificazione, mentre sono gia state illustrate

in [Mr] per quanto riguarda il problema 2. E' da notare comungue
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che & ancora aperto il problema della caratterizzazione dei campi

stabili.

Teorema 2.1

Sia. K un campo infinito. Sono eguivalenti le proposizioni:

1) X & superstabile;

2) K & w-stabile;

3) K & classificabile;

4) K @& algebricamente chiuso.

Le fmplicazioni non banali di questo teoreéa sono la 2) = 4) dovu-
ta a Macintyre [M2] e la 1) = 4) dovuta a Cherlin e Shelah [cs].
L'unicé possibile funzione spettro per una teoria completa T di
campi algebricamente chiusi & la seguente: I(T, %&O) = %%O,

I(T,A) = 1 per A > %O.

3. Gruppi

Nel paragrafo 1 & stato accennato alla caratterizzazione dei grup-~
pi abeliani superstabili, w-stabili, classificabili. Se leviamo
perd l'ipotesi di abelianita la situazione diventa caotica. Gia
nel caso pid vicino a gquesto, nel caso ciod della classe dei grup-
pi nilpotenti di classe 2, il problema sembra impossibile.

Il seguente argomento, dovuto a Mekler [Me], mostra che infatti
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risolvere il problema ! per questa classe particolare implicherebbe
la risoluzione nel caso generale.
Sia G un gruppo (o pill in generale una struttura in un linguaggio
finito). E' possibile associare a G un grafo simmetrico, privo
di cicli X(G) tale che:
1* G & definibile in X(G);
2* G 2 elementarmente equivalente a G' se e solo se X(G) &
elementarmente equivalente a X(G");
3* G & w-stabile -(superstabile, stabile) se e solo se X{(G) lo &.
Si pud dimostrare inoltre che X(G) gode anche delle seguenti
proprieta: sia R la relazione di X(G)
a) per ogni x,y, €X(G), x # y, esiste almeno uno z € X(G) téle
che xRz, ma non yRz.
b) per ogni x,y € X(G) esiste al pit un t € X(G) tale che xRt
e YRt. Un simile t non esiste se xRy.
Viceversa.sia X un grafo simmetrico, privo di cicli soddisfacente
a) e b); & possibile associare a X un gruppo G(X) nilpotente
di classe 2 in modo che 1)-3) siano soddisfatte.
Abbiamo quindi che un gruppo G & w-stabile (superstabile, stabile)
se e solo se il gruppo G(X(G)) nilpotente di classe 2 lo &.
E' comunque utile enunciare alcune condizioni necessarie perché

un gruppo G sia w-stabile (superstabile, stabile).
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Teorema 3.1 (condizione della catena per gruppi stabili).

Se G & un gruppo stabile, per ogni formula ¢(v,;) non: -esiste

alcuna sequenza strettamente decrescente di sottogruppi

¢(G,ao) 2.2 ¢(G,am) 2

dove m€w e ;mEG per ogni m€wWw.

Teorema 3.2 (Condizione della catena per gruppi superstabili).

Se G & un gruppo superstabile, allora non esiste alcuna seguenza

decrescente

H D2H 2...2H >... @Ew)

dove, per ogni m€uw, Hm & sottogruppo definibile’'di G e H+1
- =~ m

ha indice infinito in H .
m

Teorema 3.3 (condizione della catena per gruppi w—étabili).

Se G & un gruppo Ww-stabile, allora non esiste alcuna seguenza

decrescente

H DH D...2H D... (@mEw

Si pud notare che i teoremi 3.2 e 3.3 sono le condizioni necessarie
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di 2 e 3 del teorema 1.3. E' utile osservare perd che esisteno
gruppi insﬁabili (es. S?) e che, mentre in un modulo M un sotto-
insieme definibile & combinazione booleana di classi laterali di
sottogruppi (pp) definibili, in un gruppo un sottoinsieme definibi-
le non & in generale una combinazione booleana di classi laterali
di sottogruppi definibili e che i sottogruppi definibili non sono
in ‘generale normali, né definibiii con fofﬁule semplici come le

pp. formule del caso deihmoduli.

Per completare l'argomento vogliamo citare che una classe di grup-
pi non abeliani, w-stabili, classificabili studiata recentemente

& guella dei gruppi dlgebrici su Un campo K algebricamente chiuso.

4. Anelli

In questo paragrafo mostrerd che anche per la classe degii anelli
la risoluzione del problema 1 si riconduce a quella dei gruppi

nilpotenti di classe 2.

Definizione 5.1

Sia R un anello, il radicale di Jacobson di. R & 1'ideale:

J(R) = {a€R : R # VvIn(vatwtwva=0)].

Se R @& w-stabile (superstabile, stabile) allora J(R) e R/J(R)"
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sono W-stabili (superstabili, stabili). R/J(R) & un anello se-
nisemplice; inoltre si pud dimostrare che, se R & stabile, allora
J(R) @& nilpotente cio& esiste n€w tale che per ogni ‘a , ..,
o
a €J(R) I a, =0.
n-1 . i
i<n
Studiare allora gli anelli w-stabili (superstabili, stabili) si
riconduce allo studic a) degli anelli semisemplici w-stabili
(superstabili, stabili) b} degli anelli nilpotenti w-stabili(super-
stabili, stabili).
Consideriamo dapprima il caso nilpotente. Sia Rwn anello nilpoten-
te, e sia n 1l'esponente di R (ovvero il minimo n€&€w t.c.,

per ogni a .c.0a €R, NI' a =0).Se n=2, allora la moltipli-
i

i<n

n-1'

cazione in R @& identicamente nulla, ovvero R & essenzialmente
un gruppo abeliano, e quindi il problema si riconduce a quello
descritto nel paragrafo 1 e si risolve allo stesso modo.

Sia n > 3. Usiamo la'seguente costruzione.

Definiamo, a partire da un qualunque anellc R, un nuovo anello
N(R) nel modo seguente: N(R) ha dominio RxR e le operazioni
sono definite da

(a,b) + (a',b')

(a+a', b+b"')

(a,b) (a',b")

(0, aa')

N(R) & un anello nilpotente di esponente 3. Inoltre:
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- se R & elementarmente equivalente a R', allora N(R)- &
elementarmente equivalente a N(R').

~ se R & Ww-stabile (superstabile, stabile) allora N(R) lo e.

Viceversa, se R & unitario, allora R & definibile in  (N(R),

(1,0)). Quindi:

se N(R) @& w-stabile (superstabile, stabile) allora R 1lo &.

Quindi classificare gli anelli (nilpotenti di esponente 3) per

stabilita equivale in un certo senso a classificare per stabilita

tutti gli anelli unitari.

Per quanto riguarda il caso semisemplice (cio& R/J(R)), vale

il seguente

Teorema 5.2

Se R & un anello semisemplice w-stabile (superstabile, stabile),

allora R €& il prodotto diretto di un numero finito di anelli

di matrici su corpi w-stabili (superstabili, stabili).

Il problema si riduce allora alla classificazione dei corpi w-

stabili (superstabili, stabili). Nel caso stabile il problema &

ancora aperto (ho gia notato che lo & anche per i campi). Mentre:

Teorema 5.3 (Cherlin [C])

Un corpo superstabile & commutativo.
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Combinando allora con il teorema 2.1 abbiamo

Teorema 5.4

Sia R un apello semisemplice. Sono equivalehti'ié Seguepti pro-
posizioni:

1. R @& superstabile

2. R @& w-stabile :

3. R @& classificabile

4. R @& il prodotto diretto di un numero finito di anelli di ma-

trici su campi.finiti o algebricamente chiusi.

Per quanto riguarda il problema generale di classificazione per
gli anelli il seguente argomento, dovutg a Mal'cev [Ma], mostra
come risolvere il Probiema per i gruppi (nilpotenti di classe 2)
implichi risolvere il problema per gli anelli.

Sia R un anello, G(R). & il gruppo moltiplicativo delle matrici

della forma:
1be
01a con a,b,c€R.
001

Per. semplicitd rappresentiamo una tale matrice con la terna ordina-

ta (a,b,c) . e il prodotto & allora dafinito da:

(a,b,c) (a',b',c') = (a+a', b+b', ct+c'tba').
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G(R) @& nilpotente di, classe 2. Inoltre:

- se R @& elementarmente equivalente a R' allora G(R) & ele-
mentarmente equivalente a G(R')

- se R @& w-stabile (superstabile, stabile) allora G(R) 1lo é&.

Se R & unitario allora R & definibile in G(R) da cui:

se G(R) @& w-stabile (superstabile, stabile) allora R 1lo é&.

6. Possibili critiche ed approcci alternativi.

Ho finora sostenuto che Shelah ha risolto il problema della clas-
sificazione (descritto in [Mr]) per teorie contabili del I ordine.
Shelah stesso formula questo come principale teorema (cfr. [Sh]

2.1). In realta il problema di assegnazione di invarianti non

‘@ completamente risolto . Dal teorema di rappresentazione (cfr.

[Mr] Teor. 4.7) se T & téle che I(A,T) < 2A per qualche

A > &40 & possibile associare ad ogni modello M di T un albero
per sottomodelli contabili, su cui M & primo. Non & sﬁato dimo-
strato da Shelah che tali rappresentazioni di M sono isomorfe,

ma soltanto "quasi isomorfe". E' a questo punto che 1l'imprecisione
sulla teoiia di Shelah compare. Questo & generalmente trascurato
poiché, almeno per teorie w-stabili, & ancora possibile determinare

la funzione spettro della teoria (cfr. [s]).

Buechler [Bul ha provato un teorema di struttura nel caso partico--
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lare di teorie }% O—categoriche, w-stabili, usando un differente
assegnamento di invarianti. Il ﬁroblema in generale non & perd
ancora sistemato.

Analogamente, abbiamo pili volte osservato che una struttura ordina-
ta & instabile e quindi non ha un teorema di struttura nel senso
di Shelah. Ma, nonostante cib,Aesistono teorie di questo tipo con
buone proprieta di teoria dei modelli (per esempioc esistenza e
unicitad del modello primo).

Pillay e Steinhorn [PS] hanno sviluppato. una teoria generale nel
caso che la struttura con un ordine lineare soddisfi una condizio-
ne analoga a quella che le teorie fortemente minimali soddisfano
nel caso della relazione di uguaglianza. Da qui in avantisi assume
di riferirsi ad un linguaggioc contenente un simbolo relazionale bi-
nario < , che viene interpretato come un ordine lineare in tutte
le strutture considerate.

Un intervallo aperto I in una tale struttura M & un sottoinsieme

di M definibile della forma I= {c€M : M| a<e<b} per qualche
a,b €M U{-o, +0}, con a<b.
Similmente si possono definire intervalli in M, chiusi, semi-aper-

ti, semi-chiusi ecc. Chiamerd intervallo un intervallo di uno dei

tipi citati.
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Definizione. 6.1 .

£

Una struttura linearmente ordinata M & detta o-minimale se ogni
insieme definibile di M & unione finita di intervalli in M.

Una teoria T & detta fortemente o-minimale se ogni modello di

T & o-minimale.

Le seguenti strutture sono esempi 4i strutture o-minimali:

(i) ordine lineare discreto con o senza estremi nel linguag-
gio L= {<};

(ii) ordine lineare denso con o senza estremi nel linguaggio
L= {<};

(iii) gruppo abeliano divisibile nel linguaggio L= {+,0,<};

(IV) campo reale chiuso nel linguaggio L= {+,+,0,1,c} ;

viceversa vale il

Teorema 6.3 {(Pillay-Steinhorn [PS])

(1) Un gruppo ordinato o-minimale & un gruppo ordinato abeliano
divisibile.

(2) Un anello ordinato o-minimale & un campo reale chiuso.

Teorema 6.4 (Knight-Pillay-Steinhorn [KPS])

.

Se T ha un modello o -minimale, allora T & fortemente o-minimale.
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Le teorie fortemente o-minimali hanno "buone" proprieta di teoria

dei modelli in quanto:

Teorema 6.5 (Pillay-Steinhorn [Ps])

Sia AcC M, M modello di T, fortemente o-minimale. Esiste

N modelle di T, AcC N, N primo su A e N unico a meno di

isomorfismi che lasciano fisso A.

E' interessante anche citare il seguente teorema sui modelli conta-
bili di una teoria o-minimale che risolve la congettura di Vaught

in questo caso particolare.

Teorema 6.6 (Mayer [My])

’

N Yo .
Sia T fortemente o-minimale. Se T ha meno di 2’ modelli

contabili, allora esistono interi non negativi q,r tale che

r .
T ha 63 modelli contabili.
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