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o - SODDISF ACIBILITA E TEOREMI DI INTERPOLAZIONE

RUGGERO FERRO
Padova :

Summary

Mé]itz proved that the interpolation thecrem does not hold in
infinitary logics Lqﬁ if either ddwy or fdw. Changing the notion of
satisfiability it is possible to extend Craig’s interpolation
theorem and even Maehara and Takeuti‘s interpolation thecrem to
such infinitary logics in ways which a?e more or less complete.

The changes of the notion of <catisfiability follow Karp’s
proposal on how to understand the quantification of an infinite
set of variables. She asked that the values assigned to the set
of quantified wvariables should stay within “an element of a
denumerable ascending chain of subsets of the universe which cavérs
the universe.

Combining this notion of satisfiability with the technique of
the consistency properties  some ' problems  arise on the
interpretation of the individual constants.

In this paper various soiutions to such problem are considered
and evaluated for the purpose of extending interpolation theorems.

Poiche” ci interesseremo di rafforzamenti del tecrema di


Rossella
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interpolazione di Craig sia in logiche del secondoc ordine positive
che in logiche infinitarie, sara’ opportuno anzitutto richiamarlo.

Teorema di interpolazione di Craig. Sianc F e G enunciati del
linguaggio del primo ordine. Se F3 e/ valida, allora c’e’ una
formula del primo ordine 2 i cui simboli non logici, ed in
particolare i predicati, occorronoc sia in F che in 6 tale che F¥2
e 236G sono v;lide.

Poiche’ nel teorema si parlaA di occorrénze di predicati, e’
naturale riformularlo al secondo ordine sostituendo alle costanti
sia predicative che individuali nuove variabili in corrispondenza
biunivoca e preservando 1‘arieta’, le wvariabili predicative
saranno quantificate solo universalmente, cioe’ ¢i porremo im un
linguaggic che viene abitualmente designato come
costanti. Il teorema si traduce in questo Tinguaggio come segue.

In F e in G non occorrono variabili predicatiue quantificate.

Siano Ryy... R, variabili predicative in F non in G e Sy,...,8,
variabili predicative in G non in F, *1,...,xp altre variabili
predicative che occorrono sia in F che in G o variabili individuali
}ibere. La wvalidita’ di F¥6 equivale alla wvalidita’ di
er,...,pr(iRl,...,E&nFévsl,...,ﬁsnG), e la validita’ di F32 e di
236  equivale alla wvalidita’ di
Vx1,...,pr((3R1,...,SﬁnFéz)&(Z%VSI,...,VSnG)), e in 2 dovranno
occorrere libere solo variabili occorrenti libere sia in F che in G
e nessuna quantificazione di variabili predicative.

In L2¢ Chang ha rinforzatg il teorema di interpoliazione di Craig

permettendo che la quantificazione in fronte sulle wvariabili del

L2+ Senza.
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primo ordine sia arbitraria, e precisamente.

Teorema di interpolazione di Chang. Q;, i=f,...,p, sia ¥ o 3 se
Ta wvariabile che segue e’ individuale, sia invece ¥ se la
variabile che segue e’ predicativa.

Se Fl@yxy,...,0 (3R{ s «e0y3RGFIVSy, ..., Y552 allora ¢’ e’ wuna

pXp

formula 2 del primo ordine, cioe’ senza quantificazione di
variabili predicative, le cui variabili 1libere occorrono sia in F
che in G tale che
”01x1,...,0pxp((3R1,...,B&nFQZ)&(ZQVSI,...,VSnG)).[ll
Maehara e Takeuti hanno ulteriormente rinforzato il risultato di
Chang generalizzando la formula valida di partenza entrobla quatle
cccorre positivamente la sottoformula ¥S¢,...,Y5,6.

Teorema di interpolazione di Maehara e Takeuti. Sia 8 un enunciato
valide di  L2* in cui tutte le occorrenze di varianti di G{A) sono
positive, A un insieme di variabili che non occorronc in 8. Allora
c’e’ una formula C del prime ordine (chiamata interpolante) le
cui sole wvariabili libere sono in A tale che EC(AIIG(A) ¢ K8’
dove S8/ e’ 17enunciato ottenuto da S sostituendo ogni variante
G{a/f) di G{A) con la corrispondente variante C(A/f) di C(A)., (Qui
§ e’ wuna funzione da A nelie variabili che preserva 1 posti, e la
scrittura G(A/f) indica la formula ottenuta dalla formula G(A)
sostituendo ad ogni wvariabile di A occorrente in G(AY la
corrispondente variabile attraverso ).[8]

Lopez-Escobar [4] ha aperto una nuova via di sviluppo mostrando
che il tecrema di Craig vale anche‘per le logiche infinitarie LW;@'

Maehara e TaKeuti hanno mostrato che anche il lorc. teorema di
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interpolazione si estende xlla logica L2+wlw'

Per le logiche infinitarie wvale un teorema limitative molto
generale di Malitz che afferma che se 0wy oppure Adw allora non
vale il teorema di interpolazione per le logiche Lyg.[9]

La Karp [71 ha aggirato il limite posto da Malitz cambiando la
nozione di  soddisfacibilita’- <e di validita”, di conseguenza) e
sostituendola con la nozione di w-soddisfacibilita’, per le logiche
infinitarie Lg, dove k ¢’ un cardinale limite forte di cofinalita’
w. Questa puo’ essere introdotta come seque.

Al posto delle strutture, consideriamo le w-catene di strutture
r=(l inewd  dove M Sllheq. Una attribuzione Vimitata & di valori a
un insieme di variabili e’ una funzione che manda 'le variabili
individuali dell”insieme in Ay, 1’univerec dell’n-esima struttura
déll’m—catena, per qualche n, e le variabili predicative p~arie in
insiemi di p-tuple di elementi di U{A inewd. Una formula ¢ di Ly,
(L2+kk) e’ w-soddisfatta dalla w-catena di strutture n ¢ dalla
attribuzione limitata 3 alle sue varabili libere, A,3r% , se vale
uno dei seguenti‘casi:

1) g6 o &’ Pilxg, ... xp) allora CBOxQ) g ey BOxp) YeRy
2) se ¢ e“ -y allora n,3KV;
3) se ¢ ¢ ab allora per ogni vs& n, 3
4) se ¢ e’ YUy allora per ogni attribuzione Timitata 6 a ¥V si ha
n,3UBEYY;
5) se ¢ e’ xy=xz &llora F{xy) e’ &ixp).
Qcserviamo subito che se un enunciato e’ soddisfacibile allora e”

anche w-coddisfacibile.
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Diremc che wuna formula F ¢’ valida, e scriveremo F¥, <ce e’
w-soddisfatta i1 ogni w-catena di strutture con wuna qualsiasi
attribuzione limitata &lle sue variabili libere.

Teorema di interpolazione della Karp.

Se FYF{IF, allora c’e’ una formula 2§ cui simboli extralogici
occorrono sia in Fy che in Fp tale che R(Fy32)&{Z3F7).

Si noti che i1 teorema della Karp richiede 17 w-validita“
nelt/ipotesi, ma ne]]a‘conc]usione cttiene solo la validita’., Tale
limite ¢’ stato superato dalla Cunningham {21 che ha dimostrato il
teorema di interpclazione della Karp ma con 1 w-validita® anche
nella conclusione.  Anche se la nozione di w-validita® della
Cunningham differicsce leggermente da quella della Karp in linquaggi
con costanti, cia’ non incide sul risultato finale in cui si puo’
supperre che non ci  siano costanti. .
Tempo fa dimostrai che anche {1 teorema di interpolazione di
M;ehara e Takeuti puo’ essere esteso ai linguaggi L2+Rk nella
forma debole alla Karp, cioe’ supponendoc che FYS ed cttenendo che
per 17interpolante si abbia EC(A)IG(A) e =57 .[3]

Recentemente * [S] sono riuscito ad ottenere anche i1 rafforzamento
di quest’ultimo risultato in modo che anche nella sua conclusione
per 1/interpalante si abhia che FYC{AIIGIAY e FYWS', in piu’ qui
1“w-vatidita’ va intesa nel senso della Karp.

Netla dimostrazione dei tecremi della Karp, della Cunningham e

dei miei si fa ricorso alla tecnica delle proprieta’ di
consistenza, e queste richiedorno 17 aggiunta di insiemi di
testimoni. Le difficolta’ nascong propric <su come si debbano
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interpretare gli insiemi di costanti individuali in un‘w-catena di
strutture, anche se poi alla +ine cio’ &° irrilevante nella
formulazicone dei teoremi dove si parla di enunciati in un
linguaggio senza costanti individuali.

La Karp wvoleva considerare le costanti ecattamente alla stessa
stregua Vdelle variabili libere. Potremmo  precisare questa

posizione definendc la nozione di w-catena di strutture per un

linguaggio con costanti individuali come segue.

Se Lgg(C) e’ un linguaggic in cui C e’ 1“insieme di tutte e sole
le costanti individuali, allora wuna w-catena di strutture per
questo linguaggio si ottiene da una w-catena di strutture, diciamo
A, per Lgk aggiungendo una funzione da C in Ay, 17universo della
n-esima struttura di A, per un fissato nea.

Al contraric la Cunrningham era | holto piu’ liberale
nell/interpretazione delle costanti. Con lei potremmo dire che una
w-catena di strutture per il linguaggio Ly (C) <i ottiene da A per
Lyr aggiungendo una funzione da C in U{An:new5.

Chiameremo Karp soddisfacibilita’ e Cunningham soddisfacibilita“
le rispettive nozioni di soddisfacibilita” che seguono dalle
definizioni ora date.

Varrei far nctare subite alcune difficolta” che nascono con
queste nozioni.

L insieme di formule <{30;e¢;:iel} puo’ escere Karp scddisfacibile,
ma puo; non esserci alcun insieme di funzioni f;:0;3C tale che
(ot 7):iel) sia Karp scddisfacibile, Cio’ provoca delle

difficolta’ nel metodp delle proprieta” di consistenza che si

riflettonc nell

e

limitazioni

sulla

w-validita’

dei teoremi della Karp e del mio primo ricordato.
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nelle conclusioni

D’altra parte la formula YUe puo’ essere Cunningham scddisfacibile,

ma puo’ esserci

una funzione f:U3IC tale

Cunningham soddisfacibile

(non sarebbe

che

w(U/f)

non e’

cosi’ se 1’immagine di ¢

fosse wun insieme di variabili libere, o un insieme di costanti con

interpretazione

soddisfacibilita’

limitata).

provoca

Questa

serie difficol

Cunningham stessa introduce 1

a nozione di

ta“

tanto e’

peculiarita’ della.Cunnningham

vero che Ta

B-soddisfacibilita’ in

cui  ogni costante individuale e’ interpretata in'un prefissato Ans

cio’ e il modo come vengono usate le costanti nelle proprieta’ di

consistenza introducono un limite alla liberta’ di

costanti. Ma

poter estender

interpretare le

questo limite diviene addirittura troppo stretto per

e

il teorema di interpolazione della Cunningham ad

uno - alla Maehara Takeuti. I1 problema di questa estensione e’ che

nella dimostrazione del

proprieta’ di

cui costanti

consistenza

individuali

teorema di Maehara e Takeuti usando le

bi

nan

sogna introdurre un interpolante le

song  solo

queltle

in comune tra

antecedente e conseguente, ma tutte quelle che occorreno nel

conseguente,

esistenziale

cosi’ anch

ci sono

nell’interpalante, e la

e

diff

al passo della
delle costanti
icolta’ e stabilire

1“interpretazione di queste costanti.

Per restare
tempo ampliare

w-successione

fedele alla

di

po

quantificazione

da .elimipare

un timite per

sizione della Karp, ma nellc stesso

suci risultati, io introdu

incsiemi

di

enunciati,

ssi

che

la nozione di

si

adatta

buona

bene a
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seqguire .17analisi deglj insiemi di formule esistenziali nelle
proprieta’ di consistenza.(4]

Sia x=U{kyine¢w} con kan|$1kn+1| e, per ogni n in &, sia Cp un
insieme di costanti “individuali di cardinalita® k4, e sia
C=t{Chsnwd.

Una byona w-successione di  insiemi di enunciati e’ ~una
w-successione S={s,:new> ~di insiemi sy -di enunciati tale che
D tulsyinewdtLk;
2Ya. per ogni n>0 gli enunciati in s, sono del tipo -F(Up/f) con f

funzione 1-1 da T in Cy e 1“enunciato ~YUpFeU{sjijinl;
b. s, e’ un insieme di enunciati di Lgk(cn)i
3) C’e” un numero naturale n’ tale che per ogni ndn‘ si ha che
Isqlkps & sg e un insieme dienunciati in Lgg(Cy-).

Diremo che una w-successione di strutture A w-soddisfa una buona
w-successione: di insiemi di enunciati S={sjinew), e scriveremo
AEYS | se per ogni pew =i ha che A Karp seddisfa 1’unione delle s,
per n <py AE®U{s,ingp).

Con - questa noziome di soddisfacibilita’, che e’ piu’ vicina a
quella della Karp che a quella della Cunningham, dimostrai pure il
tearema  di interpolazicne della Cunningham. Ma cio’ non e’ ancora
sufficiente per 1/ultimo risultato che ho ottenuto e che he
enuncia{o precedentemente., Per arrivare a questo. risultato ho
introdotto una ulteriore nozione di seddisfacibilita” in caso di
presenza di costanti che ¢i avvicina a quella della.Cunningham, ma
non e’ altrettanto liberale.

Diremo che un insieme di enunciati S e pseudosoddisfacibile se
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c’e’ una w-catena di strutture A che Cunningham soddisfa § tale
che 17interpretazicne delle costanti che sono in una stessa
formula di § e’ ltimitata in A,

Si noti che  se 1“insieme di enunciati contiene un numerc finito
di formule allora pseudosoddisfacibilita;, Karp soddisfacibilita’
e w-soddisfacibilita’ coincidono tra loro e differiscono dalla
Cunningham soddisfacibilita’.

Fer avere un’idea di come queste nozioni vengano sfruttate do’; a
titolo di eggmpio, ta definizione di interpolante per una buona

w-successione S$=<sj,jcu) ricpetto a G(AY. Questo sara’ una formula

del primo ordine H(A) tale che:

A) non ci sono costanti in H{(A) & le sue cole variabili libere sonc
in Aj

BY S{G/H) non e’ pseudosoddisfacibile  dove §=U{sj:jem} e G/H indica
ta sostituzione delle varianti di G occorrenti in S con le
corrispondenti varianti di H;

€) H(AY&-G(A) non e’ w-soddisfacibile.

Maehara e Takeuti avevano dimestratoe it lero risultato
spezzandolo in due teoremi, ma nella presente situazione cio’ non
e’ possibile. Queste fencmentoc e’ dovuto alla necessita’ di usare
it corricpondente del loroc primo teorema nella dimostrazione del
secondo. ‘quando sonc gia’ state introdotte delle costanti e non e’
indifferente .la ccelta su come interpretarle. Anche un approccio
alia Cunningham presenta molte di{ficolia' sul come ridurre le
eventuali costanti occorrenti netl”interpolante. Percio’ ho dovute

uriificare la ‘dimostrazione come qia’ dovetti fare nel mio primo
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Tavoro ricordato, introducendo anche la nozione di insieme di
interpolazione, che qui voglio ricordare a conclusione di questa
presentazione.

Se (31,9*2) e’ una buona partizione per S e 052 e’ 1’insieme degli

indici delle funzioni dq che fanno ottenere dalle sottoformule di

G(A) in 8*2 le corrispondenti varianti di sottoformule di G(A) in

S, per insieme interpolante per S rispetto a (81,9*2) e adH
intendiamo un insieme D=(Dq:qe032) di formule del primo ordine tale
che:

Al non ci sono costanti predicative in Dq, le costanti individuali
in Dq occorronoc in S*Zq e le sole variabili libere in Dq sono in
Aj

B) L‘unione degli elementi dell’w—sucéessione quasi buona (cioe”’
che viola solo la seconda parte deila condizione 3) della
definizione di bucna w-succesione)
<s,,gu(-Dq(A/dq):quSz))o<sl,J:j>0>(G/H)
non e’ pseudosoddisfacibile, ¢ o indica la-concatenazione tra
successionil;

Cl per ogni qEQSZ si ha che (s*zq,OU{Dq}}0<s*2q’J:J)O) non e’
ﬁseudosoddisfacibi]e.

Per non appesantire tecnicamente questa ecsposizione, diro’ sole
che una buona partizione (81,8*2) per S e“ unxz coppia di
w-successioni che combinate assieme per componenti danno S e
rappresenta per le w-successioni la divisione tra antecedente
e conseguente  per le . formule del tipo F3G; inoltre in 8*2

occorrone solo sottofarmule di G(A) quindi delia forma generale e
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nen delle singole varianti di G(A) che di fatto occorrono in S.
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