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ALCUNE OSSERVAZIONI
SULLE TEORIE FORTEMENTE O-MINIMALI

CARLO TOFFALORI
Firenze .

Nel seguito

it

teoria teoria completa del 1° ordine,

ordine = ordine lineare.
Osservazione - La teoria RCF dei campi reali chiusi

* & Ycattiva" nel senso di Shelah (instabile, quindi non

classificabile),

% ha buone proprietd in teoria dei modelli (ad esempio,
1'esistenza e 1'unicitd dell'estensione prima: la chiusu

ra reale di un campo ordinato).

Un simile comportamento & comune & varie teorie 4i strut

ture ordinate.

Definizione ([D], [PS]) - 1. Una struttura ordinata M @

o-minimale se ogni sottoinsieme definibile 4i K e combi

nazione booleana di semirette vea, asv (aeh).

bY

2. Una teoria T di strutture ordinate & fortemente o-mi
nimale se, per ogni modello M di T, M & o-minimale (equi
valentemente, e in qualche senso sorprendentemente, se

esiste un modello M di T che & o-minimale).
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Esempio - RCF & fortemente o-minimale.

Le teorie fortemente o-minimali soddisfano buone proprie

t4 di teoria dei modelli, ad esempio
* l'esistenza e l'unicitd dell'estensione prima‘[?s],
% la congettura di Vaught [ﬁ];
Osservazione - Si ha
o-minimale : & = minimale : = |,

infatti una teoria T si dice fortemente minimale se ogni
modello di T & minimale, e una struttura M si dice mini
male se ogni sottoinsieme definibile di ¥ & finito o co
finito (ciod & combinazione booleana di insiemi {é} con
acl).

51 osservi che T ¢ fortemente minimale se e solo se, per

ogni modello contabile M d4i T,
(°) B(M) & superatomica ed ha CB-tipo (1, 1),

e che (°) individua completamente il tipo di isomorfismo
di B(M).

Definjzione ~ Spec T & l'insieme dei tipi di isomorfismo
delle algebra di Boole B(}) quando M varia tra i modelli
contabili di T; T & p—f{o—categor‘i:cia se |Spec T| = 1.

Dungue, se T & fortemente minimale, allora T & pfﬁb-catg
gorica, ed un'unica algebra di Boole caratterizza tutte
e .sole le teorie fortemente minimali. 11 problema che ci
interessa'é se vale qualcosa di analogo per le teorie for
temente o-minimali, ov&ero se una teoria fortemente o-mi

nimale & p—kb-categorica e, pil in particolare, se esiste
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un‘algebra di Boole contabile atomica B tale che, quando
T & una teoria di strutture ordihate, T & fortemente o-
minimale se e solo se, per ogni modello contabile M di
T, B(4) = B, '

La risposta & ovviamente no (¢fr. T = Th ( IV, € )).
Problema - Sia T fortemente o-minimale. /

1. T pfko—categorica &> 7

2., T non p—ko—eategorica =>» Spec T?

Lemma - Se T & una teoria di strutture ordinate, esiste

un modello contabile I di T tale che
(o) B(¥%) & atomica e B(M)/(At B(M)) & priva di atomi.

In altre parole, ogni sottoinsieme definibile infinito

di M si deoompdne nell'unione disgiunta di due sottoinsige
mi definibili infiniti.

(°°) individua completamente il\tipo di isomorfismo di
B(i), nel senso che, se, per ogni i = 0, 1, Bi ¢ un'alge
bra di Boole contabile atomica e Bi/(At Bi) & priva di a

tomi, allora Bo :iB1.

Corollario -~ Se T & una teoria di strutture ordinate, al
lora T & pfhb—categorica se e solo se, per ogni modello
contabile i di T, B(M) & atomica e B(#)/(at B(it)) & pri

va di atomi.
Teorema - Sia T una teoria fortemente o-minimale.

1. T ¢ p—kb—categorica se e solo se,'per ogni modello

(contabile) M di Ty, M non contiene alcun intervallo ai

screto infinito; '
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K
2. se T non @ p—}%—categorica, allorae \Spec | =279,
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