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I' LIMITI E ANALISI NON-STANDARD

VINCENZO MARIA TORTORELLI
S.N.S., Pisa

1. Introduzione
In questa comunicazione si espongono i principali ri
sultati di una nota dell'autore, "T limiti e analisi non
standard", che apparird nei Rend. CL. S.I.M.V. Ac. Naz.
Lincei fasc. 1-4, vol. LXXIX.
Si tratta di uné caratterizzazione dei I limiti di funzio
ni di pil variabili proposti da E. De Giorgi per tratta-
re i vari concetti di limite sviluppatisi nei diversi set
tori dell'analisi matematica negli ultimi anni.
L'ambiente standard in cui opereremo sard il seguen-
te: A insieme di atomi, contenente IR=IRU{+w}U{-=}; de-

0

finiamo A =P(A UA ), per n€EN, e A=UA . Come ambiente
n+1 0 n n

+

3 s " w
non standard potremo considerare una "superstruttura" M,
nel senso di E. Zakon, con relativo "monomorfismo" #A-M.

Supporremo per comoditd un elevato grado di saturazione.

2. Nozioni topologiche preliminari in analisi non standard

2.1 Definizione

Sia (X,1)€A uno spazio topologico. Siano yG*X e x€X.

. ~ PR * E
Diremo che y & rt-ultravicino a "X, y ? X se e solo se

yen{*v:xever}.
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Il dominio della relazione ~ sard indicato con uv (¥X). . . .
T no i seguenti esempi:

2.2 Definizione i 3.3
Sia H C *X, definiamo t-ombra di H l'insieme X=IR;g=X[_ 1’ ev0. Si ha min 68g=0 mentre
—_— €,€ g0
8 (H) = {x€X:1h€H h o *x}. * (minlim) g=1.
y~0

Scriveremo inoltre $§(y)=x, con yG*X e X€X se e solo se 1

§ . (yh={x}.
X=(0,1);f= 1§ X1

, In=(bh-1/2nn; 1/n+1/2n") ;
nelN n

Osservazione
x0=1/v, VE"INVIN. Si ha min 6%f=0, mentre * (minlim)*f=1.

Se X & di Hausdorff allora & ben definita una funzio
yvl/v y>1/v

ne £ dalnd*x) in X tale che f(y)=8(y). Se X & compatto

w(¥x) =*x. . Osservazione
Se X & compatto ha senso ed & vera la sequente dise-

2.3 Teorema . o e a1 . :

» . guaglianza: § (" (minlim)g) > min §g.

Se C & un sottoinsieme interno di "X, o un'arbitraria >y ¥ sy

=

intersezione di sottoinsiemi standard, allora $§(C) & un

% = . T i
chiuso di X. In particolare 6(&B)=B. B 4. I operatori
Notazioni
3. Massimo e minimo limite ‘ Sia (X,7)€A uno spazio topologico. Considereremo nel

seguito i seguenti filtri: I; ={veT:xeV}, x€X;

oo
b

3.1 Proposizione T
I, ={ve*1:yev}; F; = {*v:ver,ye®v}, ye*x.

Sia E la topologia euclidea estesa ad T -GE '@ un o- \

pa— —_— [+1
N — o . 10
momorfismo tra i reticoli "IR e IR, P{(IR)-P(IR) comple- Inoltre indicheremo con ext™ il sup., se a= +;1'inf.

. : - _ ) . . .
to. Inoltre quando ha senso & (at+b)=6(a)+ (b) e &(a+b)= se a . Analogamente con ext max, min. La giustapposi

zion i i + - I i e = —— —_———t=—,
=§(a)-Ss(b). . ! 1 e dei segni e va cosl intesa ++ +, + +:

4.1 Definizione
3.2 Teorema i .
_ . Siano (X,,t,)€A n spazi topologici, E, € X, , f fun-
. X . 1 i i — i
Siano (X,T1)€A, x.€X, f€IR~. Allora

0 ‘ zione da E,xX...XE in EE, X.€X,. Definiamo
1 n i i
minlim £(x) = min S(*E(y)). % o -a —ay a o
% (Tr(E, ...E_)f)(x,...x )=ext P...ext ext 1...ext Bg
XX y v *xg - 1 n 1 m 1 "1 v.nE V NE
. ,‘ e Ix IX 171 n n
Le ipotesi, x, e f standard, sono necessarie come mostra ; ) n 1

0
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Vediamo alcuni esempi:

4.2 (r(x:)f)(xo) = maxlim f

X+X
+ -
4.3 (r(x, ,X.)f)(x,,x,)= sup inf sup inf f£
1 2 1772 1, 11 ev eV
ver - ver ' Yr 1 Y2772
2 'x 1 ™x
2 1
4.4 1, X)f = maxlin £
TP X7
4.5 F(Eﬁa,xs)f da nozioni di convergenza utili e signi-

ficative in calcolo delle variazioni, come preservareXla
convergenza dei minimi al minimo (cfr. E. De Giorgi, T.
Franzoni: "Su un tipo di convergenza variazionale" 1979.

Rend. S. Mat. Brescia, vol. III, estratto pag. 80).

5. I 1limiti e analisi non standard

5.1 Lemma
Siano XiEA, n insiemi, Mi intersezioni arbitrarie di
% C s s s . .
sottoinsiemi standard di Xi , O sotto insiemi interni di

% ) . . . % x .
Xi' Sia poi g una funzione interna da X1x...x X, in

"R-MMmmMquMf

dg(X1,mnXpy) = ext L ext a“Sg

My M,

5.2 Teorema

Siano (X,t) e (Y,0) spazi topologici in A, (xo,yo) €

— Y
€xX x Y, e feRY * ¥, Allora:

+ - . B
rx ,Yy )f(xo y0)= S}:g m’J\.'n §o f
**0 Y5Y0

; -+
Un risultato analogo vale nel caso (X,Y }.

5.3 Un problema

Definendo

a

1 %n
'y(X1 ...Xn )f(x1...xn)

a
=ext 1

n_"1

F

qguando si ha in generale y =P  per n>2?

3

=X

1

-_—C

.o €

F

xt
T
n

ix

n

Si sono finora dimostrate diseguaglianze del tipo:

+
Y(X1,X

2

+ +

2

<+
,X3).
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