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Questa ricerca, svolta in collaborazione con F. Borceux (Lo-
vanio), si colloca nell'ambito dell'algebra categoriale. Com'& no
to, in questo contesto una teoria viene concepita come una catego-
ria T, e un suo modello & un funtore da T in qualche altra ca.
tegoria @ .. La differenza fondamentale rispetto alla teoria dei mo
delli consiste non tanto nel fatto che, ovviamente, tutte le nozio
ni vengono formulate in termini categoriali, quanto nella scelta
degli universi di interpretazione che non si limita affatto alla
categoria degli insiemi. Cosi, per esempio, se T & la (catego-
ria associata alla) teoria dei gruppi abeliani, un suo modello in
Ins & ben inteso un onesto gruppo abeliano, mentre nella catego-
ria dei fasci sopra uno spazio topologico X, un modello di T
é un fascio di gruppi abeliani su X. Questa "semantica funtoriale",
conosce, come la logica classica, tutta una gerarchia di classi
di teorie sempre pilt ricche che parte dalle teorie algebriche
(= teorie equazionali) per andare fino ai topos elementari (= teg
rie degli insiemi intuizioniste di ordine superiore), cfr. l'arti-

colo Doctrines in Categorical Logic di A. Kock e G. E. Reyes nel

P Handbook (ed. Barwise).



Rossella
vol3


224

Un'ampia classe di teorie e costituita dalle cosiddette teorie

cartesiane o lim-teorie le quali, al livello sintattico, coincidono

pressappoco con le teorie di 1° ordine assiomatizzabili tramite "Horn
sentences", i.e. enunciati della forma Vv x (p(x) ==> 31! y (q(x,y)),
P e q essendo congiunzioni di formule atomiche. Una teoria cartesia
na & una categoria cartesiana, i.e. una categoria piccola T con 1li
miti finiti, e un suo modello & un funtore da T in qualche catego-

ria cartesiana T che rispetta i limiti finiti. I1 testo classico in

questo campo &: Gabriel-Ulmer: Lokal prisentierbare Kategorien,SLN

221, che indaga sulle proprietad categoriali di categorie della for-
ma MOD (T, ), dove £ & localmente presentabile.

Solo raramente MOD ( T,E) & un topos, anche quando =Ins: Eib
& vero quando T ha (sostanzialmente) solo operazione unarie, e poi
ancora in qualche caso di teoria con arita al piu 2 (cfr. Adelmann-

Johnstone, When is an algebraic category a topos). Tuttavia, MOD (T

;gg) forma sempre una sottocategoria riflessiva del topos (di prefa
sci) FinT, FinT essendo la categoria dei modelli insiemistici fini
tamente presentabili di T . In base a questa osservazione abbiamo po
puto dimostrare che MOD(T , Ins) possiede un classificatore dei sot
to-oggetti QE (il quale vive tuttavia in Finll').

Sorge al}ora naturalmente la domanda se questo oggetto QE per-
mette, come nel caso dei topos, una classificazione degli operatori
universali di chiusura su MOD T := MOD(T , Egg) tramite certi endo-
morfismi di Qpp dette topologie: la risposta & affgrmativa. In parti
colare per le teorie algebriche, lo»studio della questione ha porta
to ad una caratterizzazione delle topologie di MODT in termini di
certe famiglie di sotto-oggetti diT (1), il modello libero di T ad

un generatore.

Avendo notato queste analogie tra topos e categorie del tipo
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MOD T, ci siamo spihti oltre per studiare il legame tra topologie
e 1ocalizéazioni di MOD T. Vale ancora che, data una topologia j su
MOD T, la categoria dei fasci rispetto a j forma una sottocategoria
riflessiva di MOD T. Nei topos (nonché nelle categorie abeliane),si
ha addirittura una localizzazione,cioé il funtore che realizza lari
flessione & esatto a sinistra; inoltre in questi casi, la corrispon
denza tra topologie e localizzazioni & biunivoca. Siamo riusciti a
dare una condizione necessaria e sufficiente affinché lo stesso av-
avvenga in MOD T', quando T & algebrica.

Questa condizione & soddisfatta per la maggior parte delle cor-
renti teorie algebriche, e non & stato facile trovare dei controesem
pi. In particolare, tale condizione & soddisfatta per ogﬁi teoria
che gode della seguente proprieta:

Si consideri il funtore che fa corrispondere ad ogni modello A

di T il modeilo A[x] che si ottiene da A aggiungendo liberamen

te un elemento x (processo che, nell'algebra tradizionale, fa

passare da un anello all'anello dei polinomi, da un campo ad un
suo ampliamento trascendente, da un gruppo G a G eZ etc.). La

condizione di cui sopra & soddisfatta per ogni teoria nella qua
le tale funtore conserva i monomorfismi,.cioé A[x]é una sottostrut

tura di B(x] oéni volta che A & una sottostruttura di B.

La questione di caratterizzare le teorie che hanno questa proprieta
(che, a prima vista, potrebbe sembrare quasi ovvia) non ha finoratro
vato molta attenzione da parte degli studiosi, eppure appare essere

interessante.

Per ulteriori dettagli sull'argomento, cfr. F. BORCEUX e A.B. VEIT:

- Continuous Grothendieck Topologies, di prossima pubblicazione su-

gli "Annales de La Société Scietifique de Bruxelles';

- On the Left Exactness of Orthogonal Reflections, di prossima pubbli
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cazione in "Journal of Pure and Applied Algebra'". Una versione pin
dettagliata di questo lavoro & stata pubblicata dall'IMPA - Insti
tut de Mathématique Pure et Appliquée Université Catholique de ~

Louvain - Rapport N° 82 -

- Subject Classifier for Algebraic Structures, di prossima pubblica
zione; '

- Sheaves and Localizations, some Counterexamples, di prossima pub-

plicazione.




