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TIPI E POLIMORFISMO NEI LINGUAGGI DI
PROGRAMMAZIONE

MARIO COPPO 4
Dipartimento di Informatica Universita di Torino

1. Introduzione.

in queste note analizzeremo alcuni aspetti della nozione di tipo nei
linguaggi di programmazione, discutendo i collegamenti con lo sviluppo
di tale nozione in logice matematica. Quello che si vuole mettere in
rilievo ¢’ come slcuni sistemi e risultati dells logica abbiano avuto
influenza, diretta o indiretta, sullo sviluppo della nozicne di tipo in
informatica e come certe metodologie, tipiche della logice matematica,
si possano applicare allo studio di concetti di linguaggi di
programmazione, come appunto i tipi.

L'utilita' di una partizione dei velori in tipi viene evidenzista , in
informatica, da problemi strettamente legati a&lla pratice della
programmazione, come quella di assicurare che certi operatori vengano
sempre applicate ad argomenti su cui sono in grado di agire.

Notiamo che la struttura base di un elaboratore tradizionale e’
tipicamente senza tipi . Una nozione di tipo.era pero' presente gia' nei
primi linguaggi ad alto livello come il FORTRAN anche se in modo ancora
piuttosto primitivo. La tendenza s dare sempre maggiore enfasi alla
struttura di tipi si e' pero' venuta accentuando in tempi piu' recenti nei
linguaggi come ALGOL o PASCAL e, infine ADA. Una forte strutturs di
tipi, infatti, faverisce un approccio meno operazionsle e piu’ astratto
alla programmazione, che ha spesso benefiche influenze sullo stile di
programmazione e sulla correttezza dei programmi.

Un campo in cui la nozione di tipo viene ad assumere un aspetto
particolarmente interessante e' quello dei linguaggi funzionali. Un
aspetto ceratteristico di questi linguaggi e' quello di consentire lo
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sviluppo di funzioni di ordine superiore (in grade cioe' di avere funzioni
come argomenti e di restituire funzioni come risultati), fornendo cosi’
degli strumenti alternativi (e piu’ potenti) a nozioni tipiche dei linguaggi
imperativi come veriabili e assegnazioni.

I1 primeo di tali linguaggi, i1 LISP {che venne suggerito dal A-calcolo
di Church(1941)), e' un linguaggioc senza tipi in cui non esiste alcuna
differenza tra funzioni ed argomenti ed ogni applicazione, purche’
operativamente accettasbile, e' possibile. Questo permette una grande
liberta’ di programmazione ma ha anche degli aspetti negativi, simili a
quelli gia' discussi nel caso dei linguaggi tradizionali. Un problema
interessente e' quindi quello di sviluppare nozioni di tipo che consentano

- di recuperare i vantaggi dei linguaggi tipati senza perdere, in modo
essenziale, la flessibilita’ e generalita’ della programmazione funzionale
senza tipi. Questo ha portatoallo studio di sistemi di tipi sofisticati che
sono stati o volte suggeriti da nozioni sviluppate nell'ambito dells logica
matematice o ne hanno comungue subito l'influenza. - E' il caso, per
esempio, del lingusggio ML (Gordon ed a1.(1979)). :

La nozione di tipo in logica e stata introdotta da Whitehead e Russell,
nei Arincipis Methenwtics , per stratificare in- modo gerarchico
I'univ_erso degli insiemi , onde evitare i ben noti paradossi dovuti
all'esistenza di insiemi come {KIXGK}. Una stratificazione in tipi; sulla
linea quelia di' Whitehead e Russel, puo' anche essere applicats alla
nozione di funzione definita in modo costruttivo. Church(1940) fu forse
il primo a sviluppare un sistema in cui e' presente una gerarchia di
funzionali A-definibili organizzati secondo una struttura di tipi. Anche
Curry(1934) aveva sviluppato un sistema per organizzare gli oggetti
della logica combinatoria secondo una nozione di funzionalita'.

La nozione di gerarchica di funzionali costruttivi di tipo finito venne
poi sfruttata da  Godel{(1958) per dimosrare la - consistenze
dell'aritmetica ~ attraverso una interpretazione nel linguaggio dei
funzionali. -Questo approccio venne esteso successivamente a sistemi
di ordine superiore (si veds Kreisel{1959)).

Un altro aspetto che stimolo' molto lo studio dei tlpl in logica e’

lamlogla {scoperte da Curry e Howard) tra tipi e formule logiche,
secondo cui una formula e' vista come il tipo della sua dimostrazione.
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(Questa amalogia e’ stata sfruttata nella dimostrazione di proprieta’ delle
deduzioni come quella di normalizzazione.

Uno dei sistemi di tipi piu' interessanti da un punto di vists
informatico, i1 A-calcolo tipato del Il ordine, ' una restrizione {non
essenziale) del sistema F di Girerd(1972) che fu sviluppato per dare
un'interpretazione funzionale deli‘analisi e dimostrarne la consistenza
attraverso un teorema di normelizzazione..

E' interessante notare, a questo proposito, come il A-calcolo del
fi-ordine (cosi' come altri sistemi) sia stato poi reintrodotto,
indipendentemente, partendo da motivazioni puramente informatiche
(Reynolds(1974)) . ,

In queste note, partendo da un linguaggio funzionale senza tipi (il
A-calcolo di Church(1941)) introdurremo alcune nozioni di tipo (di
complessita’ crescente) di cui studieremo le principali proprieta’
sintattiche e semantiche, viste soprsttutto in funzione della loro
applicazione informatica.

Bisogna puntualizzare che quests rassegma non vuol! assolutamente
essere esaustiva. In particolare la nozione di tipo che viene sviluppata
in queste note riguarda solamente sistemi in cui i tipi non dipendono
esplicitamente dai termini. Vengono quindi esclusi tutti quei sistemi
che incorporano quests nozione come V'approccio di Martin-Lof (1975) e i
sistemi derivati (vedi, per esempio Constable e Zlatin(1984)) e, piu’
recentemente, 1a teoria delle costruzioni di Coquand e Huet{1985).

2. A-calcolo senza tipi

Introduciamo i1 nostro linguaggio nella sua versione senza tipi,
richiamandone brevemente le principali proprieta’ sintattiche e
semantiche. Per una trattazione completa e rigorosa rimendiamo a
Hindley e Seldin(1986) o Barendragt(1981/4).

2.1 Li»ng uaggio.
Sintassi
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Sis £ un‘insisme di costonti e ¥ un'insieme di yoriabili . L'insieme A
dei termini €' definito da: -
ceAsecel
ReA se xel¥ ~
(M)eA se MNeA {applicazione)
AxMeA se xeke MeA. (astrazione)
Useremo le seguenti abbreviazioni stendard:
ARy AxpM per Axp(.(AxpM).).

MNN, o oper (CL(MNG)LONR)

La scelta delle costanti e' arbitraria ,sis pure con gualche cautela (vedi
piu’ avanti). Supporremo, negli esempi, che £ contenga le costanti
intere (0 ,1,2,..) e boolesne { true, false) e le operazioni huse su di

esse(+,*,., and,or not .).

Riduzione
La regola fondamentale di valutazione e' la p-regola ‘rappresentata
dallo schema di assioma ’ ‘
(g) (AxMN -->ﬁ MIN/x]

dove MIN/x] rappresenta la sostltuzmne di % con N in M, 8 meno dl
un'eventusle ridenominazione delle variabili legate in M in caso di
conflitto di. noml Indicheremo con -->'3 la relazione {in AxA) ottenuta

da (p) per chiusura sui contesti. Indicheremo- inoltre .con -->>ﬂ la
chiusura riflessiva e transitiva di -—>p e con =g la relazione di
equivelenze generata da "»ﬁ . SeM "»ﬁ N dire{no che M si [muce aN.
Per una definizione formale di -->'3 e = si vedano i riferimenti

citati. :
Indicheremo con {X) la teoria equazwmle generata da = =p © ,in generale,

il relatwu sistema formale.
Un altro assioma che considereremo e’ il seguente
(n) AxMx -->p M (se x non occorre libero in M)

che fappresenta Y'estensionalita’. "»F'l ﬁfl sono Ie relazioni dl
riduzione ed equsglinza generate da (pn) . Indicheremo con (An) il
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sistems corrispondente.
Una proprieta’ fondamentale della riduzione e’ data dal sequente
Teorenw (Church-Rosser). Se M"»ﬁ(ﬂ) PedM "»ﬁ(ﬂ) Q1 esiste un

termine Z tale che P--MgyZe Q-2 7.

Per i1 teorems di Church-Rosser, 18 forma normaie di un termine, se
esiste, e’ unica. Infatti,siano P e Q due forme normali di M : essendo Pe 0
irriducibili si deve avere P=Q). Quindi due forme normeli distinte non
sono eguagliabili . Cio’ garantisce che la riduzione e’ una buone “regola
di calcolo”. Inoltre, poiche’ esitono infinite forme normali distinte (ex:
AxAyx e AxAyy ) il sistema e’ consistente (nel senso che non tutte le
eguaglianze sono vere).

Possiamo anche considerare delle regole di riduzione per le costanti,
del tipo succ n --> pn+l , dove succ rappresenta la funzione
successore. Poniamo pero’ il vincolo che tali regole, come nel caso di
quella dell’'esempio, non distruggano la proprieta’ di Church-Rosser e non
introducano 1a possibilita’ di riduzioni infinite {come, per esempio, una
regola del tipo cyC, --> €4CoCo ).

Con --> indicheremo, in generale, 'unione di -->ﬁ con le eventuali

regole per costanti . Inoltre indicherems con --»>> la sua chiusura
riflessiva, transitiva e con = la relazione di equivalenza generata da
-,

Introduciame alcune definizioni di base. Un termine e' riducibile se
contiene qualche sottotermine della forma (AxMN ed €' in forma -
normale se non €' riducibile. Un termine M e’ pormalizzabile se M--> N
dove N e’ in forma normale ed e' fortemente normalizzabile se non e'
possibile definire una sequenza infinita di riduzioni partendo da M { cioe'
se ogni possibile riduzione che parte da M conduce alla sus forma
normale).

Per esempio: ‘
Ax.Ayx(xy) e'in forma normale,
(Axx)(Ax.Ay.x(xu)} no, ma e’ fortementa normalizzabile
(infatti (Ax.xXAxAyx(xy)) --> AxAyx(xy) )
{Ax.xx)(Ax.xx) non ' normalizzabile
(infatti (Axxx){Axxx) --> AxXARKR) —=> .. )
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(AxAyyX{Ax.xx)Ax.xx)) €' normalizzabile (poiche' si riducea Ayy
applicando (p) all'intero termine), ma non fortemente perche’
e Ay (A x)A% 2%)) --> (AR AYYI(ARRRIARRR)) -=> ..
indefinitivemente {riducendo il sottotermine sottolinesto).

2.2 Alcune proprieta’.

Punti fissi :
Si definisca Y = AL(AX.f(xx))Ax.f(xx)). E' un semplice esercizio
verificare che YM "8 M(YM) per ogni termine M (in particolare

(yr) -->>‘3 M(YM)) . Quindi , dato un termine M, esiste sempre un termine
P che rappresenta un punto fisso di M ( cioe' taleche P =B {MP} ). In

particolare si ha P = (YM). Y viene detto combinatore di punto fisso. Si
puo’ dire, inoltre, che YM rappresenta il minimo punto fisse di M, in-un
senso che verrs chiarito da considerazioni sementiche. ¥ consente
quindi la definizione di funzioni per ricorsione (si veda 2.4). Notlamo
infine che ¥ non e' un termine normalizzabile.

Funzioni rappresentabili
3 E',hossibile rappresentare i natureli e funzioni su di essi nel
A-calcolo puroe { cioe' senza 1'uso delle costanti). Sia neN , dove N denota
l'insieme dei naturali. Si definisca
n = ALAR.(x)
dove f(x) denota f(.(fx)..) (n volte). In particolare 0 = Af. hxx

tn termine M rappresenta una funzwne parziale f: Nk—»N (k>0) se
L1n,.nd=m = Mneng --»pm

© 2.f{ny,..ny) indefinita = Mny..ny non e’ normalizzabile

Per esempio
+ ¢' rappresentato da + = ADAQAT.AX. pr{qrx)
* ¢’ rappresentato da = = Ap.AQ.AT.AR. plqfx)
€ = Ap.AGArAfax. play. qfx)(rfx) rappresenta il condlzwnale
tale che clomn=n e clkel,mn)= m.
Esercizio: verificario. In generale abbiamo il seguente risultato.
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Tepreme (Kieene). Le funzioni rappresentabili in (A) (e in (An) ) sono
esattamente le funzioni ricorsive parzialf. ,

Ogni funzione parziale ricorsiva , inoltre, ¢ rappresentabile
mediante un termine fortemente normalizzabile.

2.3 Semantica

Domini
Data la natura "senza tipi” di (A), un dominio D adattoad interpretare

(A) deve soddisfare 1'equazione :
: Dz A+[D-D]

dove + rappresenta la somma disgiunta,‘A e' un dominio in cui vengono

interpretate le (eventuali) costanti e [D~D] €' un insieme di funzioni da D

in D. Per evidenti ragioni di cardlmhta D non puo’ contenere tutte le

funzioni da D inD.

La costruzione di un dominio di questo tipo e' stata proposta per la
prima volta da D. Scott (Scott(1972)). La soluzione di Scott si base
essenzialmente su queste idee: .

- Considerare strutture dotate di un ordine parzisle (c) con un
elemento minimo (L) e tali che ogni catena crescente ammetta un
limite {c.p.o) 1 rappresents, in tal caso, "indefinito” mentre dce hu
i1 significato di "d contiene meno informazzione di e”.

- Considerare {(in [D-D]) solo 1e funzioni f "continue”, cioe' monotone
(rispetto a c) e tali che LR 0] = Ll<f(xi)>i€0 , dove <k €
una catena crescente in D.

Ricordiamo che, in un c.p.o.D , ogni funzione continua f:D~D ammette
un minimo punto fisso d dato da d = Lkr™1» . Inoltre

ﬁx=Me[D—>D]U<f"(.L)>n€0 e continua e, quindi, fixeD (nota: qui "A" ¢’

metateorico).

Se D eD’ sono c.p.o.anche DxD', D+D' e [D-D'] {dove fcg sse ¥deD
f(d)eg(d) ) sono c.p.o. . In particolare la categoria c©.p.o. e carfesinm
chius.

Per maggiri dettagli sulla costruzione e sulle proprieta’ di D si
veds, ad esempio, Plotkin{1978).
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Una altre caratteristica che viene spesso richiesta ai domini per
l'interpretazione del A-calcolo e, in generale, dei linguaggi di
programmazione e' che siano w-slgebrici, cioe' che abbiano une infinita’
numerabile di elementi finiti tali che ¥xeD x=U{d|d e' finito e dcx} ,
dove d €' finito se per ogni catena crescente <X%icy d'-:u"‘i’iem

implica dex; per qualche i€w . In questo senso sono usualmente intesi i
"domini di Scott".

interpretgzione

Sia Env=( *-D) 'insieme degli ambienti (assegnazioni di valori in D
alle variabili). Supponiemo che il cp.o. A dei valori di base sia della
forma A =Ag+. HApty dove Ay,...,Ap sono i c.p.c. dei valori di base e W

e' un cpo. che contiene un solo elemento ? che rappresenta una
condizione di "errore® (si veda piu' avanti). Negli esempi supporremo
h=2 con h'-N I il c.p.o. piatto degli interi {ottenuto aggiungendo 16 Ne

assumendo Lcn per ogni neN) ‘e A2=T 1 i1 c.p.o. piatto dei booleani.

Per brevita' identificheremo gli elementi di A e [D-D] con le loro
proiezioni in D e scriveremo, ad esempio, deA. Si noti che , in questo
senso, lp appartiene a tutte le componenti. Quindi, ad esempio, loeN 1

L'interpretazione di un termine M ¢' une funzione ILA-Env-D cosi’
definita: :
[clp =X(c) (cel) doveX:I-D interpreta le costanti
Ixlp=p(x) (xe¥).
E(MN)Ip = IMBp(INDg) se [MlpelD-D]

? altrimenti { cioe' se IMlp non e’ una funzione)
[xxMlp = aveD. IMlplv/x] ‘

Si puo’ verificare che se M=N (nella teoria formaie) allora IMlp = INlp
(per ogni p). Inoltre si ha che [¥lp = fix , e questo da’ una giustificazione
semantica delle propriete’ di Y.

Notiamo che, a causa della presenza di qostanti D non e’ un modello di
(Ap) ma solo di (A). Infatti per esempio, [3lp =3 mentre [Ax3xlp=7.

Se non si assume la presenza di costanti si puo’ richiedere che D
soddisfi D % [D-D}. Allora si puo' definire I(MN)lp = IMlp(INlp) e D
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diventa un modello di (An). Per maggiori dettagli' si veda
Barendregt(1981/4).

4 (A) come linguaggio di programmazione

Si puo’ vedere (A) come un linguaggio di programmazione puramente
funzionale. In questi linguaggi, contrariarmente & quanto accade nel caso
dei linguaggi di uso piu’ comune (imperativi) non esiste la nozione di
computazione come trasformazione di uno "stato” rappresentato dalla
memoria (e, di conseguanza, 1a nozione di variabile come intesa, per
esempio, in PASCAL). In questi linguaggi i “programmi® sono definiti
usando unicamente la nozione di funzione e quella di applicazione di una
funzione ai suoi argomenti. Esempi di tali linguaggi, che sono derivati,
piu’ 0 meno dirattamente, dal A-calcolo, sono la famiglia del LISP e, piu’
recenti, linguaggi come ML (Gordon ed a1.(1979)) e HOPE (Burstall ed
a81.(1980) ). Una caratteristica importante dei linguaggi funzionali e’ che
essi consentono la definizione di funzioni di ordine superiore (in grado
quindi di accettare funzioni come argomenti e di restituire funzioni
come risultati). Questo consente una notevole capacita’ espressiva e
permette di esprimere uno stile di programmazione elegante e chiaro.

. Per meoggiori dettagli si vedanu, per esempio, Burge{19768) o

Henderson(1980).

Nel caso del A-calcolo un programma e' rappresentato da un termine
di A, V'applicazione e' rappresentata dall'applicazione in A e le regole di
riduzione ( (g) piu' le eventuali regole per le costanti), corrispondono
alle “regole di calcolo™. La forma normale di un termine (se esiste) si
puo’ allora considerare come il risultsto del programma rappresentato
da quel termine. Per esempio

* SQUARE = An. n*n

definisce la funzione che esegue il quadreto di un numero (infatti
{SQUARE n} -->; n*n --> gz ). Nel seguito useremo semplicemente =

per definire la relazione tra un "programma” ed il suo "risultato”.

Nota. Ovviamente la definizione di un meccanismo pratico efficiente per
la valutazione dei programmi pone tutta una serie di problemi teorici e
pratici . Si veda, per esempic Arvind e 81.{1984).
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La disponibilita’ di un operatore (interno) di punto fisso consente di
definire funzioni medisnte ricorsione. La funzione fattoriale, per
esempio, puo' essere definita cosi":

FACT = Y( Af.An. if {n=0) then 1 else n*f(n-1) )
dove If-then-else puo' essere interpretata come una nuova costante (con
una ovvia regola di riduzione associata).

Un sltro esempio e’ dato da

TWICE = AfAR. f{fr). _
TWICE rappresenta la funzione che itera due volte una funzione (f) su un
suo argomento (). Per esmpio (TWICE SQUARE 2) = 16.
TWICE ha un significato anche quando viene applicata a se stessa.

Infatti abbiamo che (TWICE TWICE) ">ﬁ AfAx (%) (s ottiene, cioe'

il funzionale che itera quattro volte una funzione). Se definiamo inoltre
AUTO = Axxx abbiamo che {(AUTO TWICE) g (TWICE TWICE). Quindi

anche AUTO , che rappresenta 1'auto-applicezione, puo’ essere di utilita’,
in questo contesto. Ovyviamente AUTO va usata con molta cautela perche’
abbiamo visto che (AUTO AUTO) non ha forma normale (quindi ha valore
“indefinito” nel modello). , ‘

£ inoltre possibi]e, data la natura senza tipi del A-calcolo, scrivere
programmi che portanc,quando se ne tenta una valutazione, ad un uso non
corretto delle funzioni. Per esempio (TWICE AUTO 2) porta a tentare una
valutazione di (2 2). Si ha, infatti, [ (TWICE AUTO 2)lp=7.

Notiamo, infine, che pur essendo i1 A-calcolo un linguaggio puramente
funzionale esso. costituisce anche uno strumento utilissimo per 10
studio dei principali concetti di linguaggi imperativi.

Anche in questo caso , per esempio, il A—calcoio modella gli aspetti
essenziali della nozione di applicazione di una funzione ai suoi
argomenti. La p-riduzione, inoltre, e' essenzialmente 18 “copy ruie®
del)'ALGOL. E’ noto, da un punto di vista piu’ generale, che i linguaggi
imperativi possono essere "tradotti” nel A-calcolo (si veda, ad esempio,
Landin(1965)).

Una nozione che si presta ad essere studiata nel contesto del
A-calcolo e’ sicuramente quella di tipe. '
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3.Linguaggi con tipi.
3.1 Motivazioni

Sistemi basati sul A-calcolo con tipi sono stati introdetti sia in
logica matematica che in informatica. La motivazione essenziale e’ quella
di sviluppare sistemi che consentano di introdurre funzionali
{costruttivi) di ordine superiore eliminando le patologie e 1'eccessiva
generalita' {per alcuni aspetti) del sistema senza tipi. E' utile dore una
rapida panoramicha di queste motivazioni. Data la natura di queste note,
porremo 'accento piu’ sulle motivazioni informatiche.

Motivazioni logiche

In logica matematica lo sviluppo di sistemi basati sul A-calcolo con
tipi o' stata originato dalle esigenza di sviluppare sistemi logici molto
generali che contenessero esplicitamente la nozione di funzicne e non
consentissero lo sviluppo di paradossi. La nozione di A-calcolo con tipi
e’ stata introdotta da Church(1940) nella riformulazione del suo sistema
fondazionale (che conteneva i1 A-calcolo) che si era rivelate
inconsistente (Church(1932/33) ). Sistemi con tipi erano stati anche
studiati, nel contesto della Logica Combinatoria, da Curry(1934).

In questo filone possiamo anche inserire, piu’ recentamente, i sistemi di
Martin-Lof(1975).

Un gltra motivazione per 'introduzione del A-calcolo tipato &' stata
quella di sviluppare una nozione costruttiva di funzionale di ordine
superiore . {1 primo approccio, in guesto senso, e’ stato quelio di
Godel{1958) con la definizione dei funzionali primitivi ricorsivi di tipo
finito . Lo scopo principale di questo lavoro era la dimostrazione della
consistenza dell'aritmetics, mediante una traduzione delle formule nel
linguaggio dei funzionali . Questa dimostrazione e’ stata estesa all'analisi
da Spector (1962) e Girard(1972). Numerosi lavori si sono sviluppati in
questa direzione: si veda, per esempio, Troelstra{1973).

Motivazioni informatiche
Una motivazone importante, dal punto di vists dell'informatics e' che i
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linguaggi tipati consentono, in genere, uno stile di programmazione piu’
chiaro e leggibile . Questo e' dovuto sia al fatto che molti termini di
significato non molto evidente sono eliminati nei linguaggi tipati, sia al
fatto che il tipo di un termine e' spesso molto utile per chiarire il
significato del termine stesso. Su puo' osservare, per esempio, che il
significato di un termine come Ax.xx (che non ha tipo, in molti sistemi)
non e immediatamente comprensibile {cosa vuol dire applicare un
termine a se stesso? a quah termini e’ ragionevole applicario?).

Si ' verificato, inoltre, che i programmi scritti in linguaggi con ura
forte struttura di tipi contengono, in genere, una quantita’ minore di
errori . La verifica dei tipi di un programma, infatti, corrisponde ad una
parziale verifica di correttezza, analoga al controllo dimensionale delle
formule in fisica.

La presenza di una struttura di tipi, inoitre, puo’ avere anche una

positiva influnza sull'efficienza degli interpreti o compilatori dei
relativi linguaggi. | programmi ben tipati, infatti, garantiscono
I'impossibilta’ che si verifichino, in fase di esecuzione del programma,
errori determinati da una non corretta applicazione di und funzione ai
suei argomenti, come, per esempio, nel caso di (TWICE AUTO 2 )incui 2
viene applicato a se stesso. In questo modo e’ possibile evitare tutta una
serie di controlli in fase di esecuzione che sono invece indispensabili
nel caso di linguaggi senza tipi {come in LISP).

3.2 Proprieta’ di sistemi di tipi.

Introduciamo alcune proprieta’ di sistemi di tipi che hanno
significato, come vedremo, sia da un punto di vista logico sia da un punto
di vista informatico.

C e si

Indica 1a misura in cui 1a struttura di tipi permette di esprimere
funzionalita' complesse e di sviluppare programmi di carattere generale,
in grado cioe’ di operare, in modo omogeneo, su dati di tipi differenti
{polimorfismo). E' desiderabile che un sistema di tipi consenta la
maggior espressivita' possibile, sia pure in modo controllato dai tipi.
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Per esempio, l'obiettivo non deve essere tsnto quello di’ escludere
operatori come AUTO quanto piuttosto quello di fornire dei tipi
sufficientemente espressivi de rendere comprensibile 1a funzionalita' di
tale operatore ed indicare quindi i contesti in cui e' corretto usarlo. E'
inoltre desiderabile che funzioni come TWICE, che non presuppongono un
tipo particolare di argomenti ma solo una compatibilita’ tra 11 primo ed
il secondo srgomento, siano usabili sul maggior numeri di argomenti
possibile.

Una proprieta’ che puo' dare un'indicazione della capacita’ espressiva
di un sistema di tipi puo’ essere la classe delle funzioni rappresentabili
{vedi 2.3) nel calcolo puro (cioce' senza un uso essenziale delle costanti
di base, ma sfruttando solo l'applicazione funzionale). Come vedremo,
pero’, questa non puo' essere considerata una misura assoluta.

Nel A-calcolo puro, per esempio, la capacita’ espressiva e

" grandissima, anche se incontrollata per assenza dei tipi. Infatti la classe

delle funzioni rappresentabili e' la massima possibile.

Proprieta’ di terminazione ‘
Un linguaggio di programmazione ha 18 propriets’ di terminazione se
ogni programma che contiene solo operatori toteli, assegnamenti (nel

- caso di linguaggi imperativi) , definizioni e applicazioni di funzioni

senza ricorsione esplicita e senza effetti laterali (sempre nel caso di
linguaggi imperativi) termina sempre. (Fortune et al. (1983)).

Un linguaggio ha quindi la propriets’ di terminazione se la possibilita’
di non terminazione per i programmi puo’ essere introdotta doll'uso
esplicito di strumenti quali la ricorsione o I'iterazione (nei linguaggi
imperativi). Un hnguagglo con la proprieta’ di terminazione garantisce
che non e' possibile, cen la sola struttura delle chiamate funzionali,
introdurre la possibilita’ di non terminazione {(come puc' avvenire, per
esempio, nel caso di (AUTO AUTO) ). Questo tipo di fenomeno puo’ essere
a volte difficile da controllare e rivelare. inoltre questa proprieta’ e' un
buon indicatore (ovviamente tuttaltro che assoluto) della buona
strutturazione del linguaggio.

Molti 1inguaggi fortemente tipati, come 11 PASCAL hanno la proprieta’
di terminazione. 11 A-calcolo puro, ovviamente, non ha tale proprieta’ (si
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pensi a termini come ¥ o (AUTO AUTO) ).

4. 11 A-calcolo tipato semplice.

11 A-calcolo tipato semplice formalizza 1'idea di insiemi di funzioni
organizzati gerarchicamente a partire da insiemi di base. Esso e'
contenuto come sottosistema in Church(1940) e in Godel{1958).

4.1 Linguaggio

Sia K uninsieme di tipi di base . Supporreme che K contenga almeno
int, i1 tipo degli interi e bool, il tipo dei booleani. L'insieme T dei tipi
semplici e definito da

KeT
6»1€eT seg,TeT.

L'operatore - e' il costruttore di tipi funzionali. Si potrebbero
considerare anche altri costruttori di tipi come x (prodotto) + (somma
disgiunts). Le proprieta’ fondamentali del sistema, tuttavia, sono
determinate soprattutto dai tipi funzionali, per cui ci limiteremo a
considerare solo questi ultimi.

Notazione: 6 {-..-6,~T ' una abbreviazione per (614( (6,~1).)).

Ad ogni variabile e costante viene associato un (unico) tipo (notazione
%) . siane 6 e 6, rispettivamente, I'insieme delle variabili e
dene costanti di tipo & (assumeremo le stesse costanti di 2.1,
ovviamente con i tipi opportuni) L'insieme A® dei temini di tipo 6 €'
definito da:
L"G c Aﬁ
(8 c AB
M) e AT se MeAB”T e NeAS
abMeAS?T e MeAT
Notazione: scriveremo M, se necessario, per rendere esplicito i1 fatto
che M € A%, Inoltre ometteremo di spet:lflcare il tipo delle variabili
quando. non strettamente necessario.

Alcuni esempi:

axitly e Alnt=int Gaantite suint)

axint=int p int ey o Alintoint)-int-int { versione tipata

di TWICE al tipo (int-int)=int-int )

ﬂgt_e. (i) Se vogliamo la versione di TWICE ad un sltro tipo, come
{bool-sbool)=bool-bool, dobbiamo definire un_ altro termine
xxDool-bool , cbool 1)),
(ii)Non esiste una versione tipats di Ax.xx {come di molti altri termini).
Infatti x dovrebbe avere un tipo della forma 6 e 6-T
contemporaneamente, e questo e’ impossibile. Notiamo che Axxx e' in
forma normale.

Si definisce una nozione di riduzione e di eguaglianza formale come in
(A) e (An). Indicheremo con (At), {(Ant)i rispettivi sistemi. E' immediato
verificare che se Me AS e M--g N (0 M-->, N)anche Ne AS.

Anche le regole per costanti,ovviamente, dovranno essere definite in
modo da conservare i tipi. 11 teorema di Church-Rosser si estende
immediatamentea (At), (ant).

1 x-calcolo tipato semplice corrisponde, sostanzialmente al modo di
intendere i tipi del PASCAL. Ls differenza piu' importante e' che in
PASCAL non si possono definire funzioni di ordine superiore { ' solo

- permesso i1 passaggio di funzioni_del primo erdine come parametri ).

Questo e’ anche V'spproccio dells maggir parte dei linguaggi derivati dal
PASCAL come ADA.

4.2 Alcune propriets’

Normalizzezione.

Teoreme. Ogni termine di (At) {o di Ant) ) e’ fortemente normalizzabile.
Questo teorema puo' essere visto come un corollerio del teorema di
normalizzazione forte per il A-calcolo del 11 ordine la cui dimostrazione
¢ data in 6.2 . Lla prima dimosirazione e' dovuta a Tait{1967). Una
versione piu’ debole (con “normalizzabile” al posto di “fortemente
normalizzabile®) era stata dimostrata negli anni '40 da Turing (si veda
Bandy(1980 1). Si veda anche Gandy (1980 11) per uno studio sulla
relazione tra prove di normalizzazione e prove di normaliz;azione forte.
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In entrambi i casi la prova e’ formalizzabile nell'aritmetica di Peano (si
confronti con 6.2).

Una conseguenza di questo teorema e' il fatto che la g(n)-eguaglianza
e' decidibile {contrariamente a quanto accade nel A-calcolo puro). E' stato
tuttavia dimostrato da Statman(1979) che il problema di decidere
V'eguagianza di due termini non e’ ricorsivo elementare.

Rappresentabilita’ di funzioni.

Sia & un tipo arbitrario. Definiamo i = (6-6)-»6-6 : i roppresenta il

tipo delle rappresentazioni (interne) degli interi. Definiamo

nl = A58 A8 1M(x) e Al
(n! €' il corrispondente tipato di n definito in 2.2).
E' immediato verificare (lo lascismo per esercizio), che e’ possibile
definire 1e versioni tipate di +, =, ¢ introdottein 23 .1In particolare
avremo + € AP _etc. . :

Introduciamo la nozione di funzione rappresentabile nel A-calcolo con
tipi semplice come in 2.3, solo che il termine M che rappresenta una
funzione f:NK=N deve appartenere ora a Al

Abbiamo allora i1 seguente risultato dovuto a Schwichtenberg(1976).
7eorems. Le funzioni rappresentabili in (At) e (Ant) sono esattamente le
funzioni generate da O e 1 usando le operazioni di addizione,
moltiplicazione e condizionale.

Per esempio 1'operazione di "predecessore” non €' rappresentabile, e
nemmeno  1'esponenziazione. Tali  operazioni, tuttavia, sono
rappresentabili in senso piu’ debole {si veda Fortune et a1.{(1983). Altre
semplici operazioni pero’, come la sottrazione, non sono rappresentabili
nemmene in senso debole.

Da questi risultati, e dalle osservazioni precedenti, si puo’
constatare che i1 A-calcolo con tipi semplice possiede la proprieta’ di
terminazione, ma non ha una particolare potenze espressive. Cia' €'
dovutc sia slla -semplicita’ del linguaggio dei tipi sia alla rigida
partizione dei termini in classi che fa si che non vi possano essere
termini che posseggono contemporaneamente piu’ tipi. Cio’ impedisce la
possibilita’ di usare uno stesso termine ( per esempio l'identita’ Axx )
per rappresentare la stessa operazione su tipi differenti.

i
i
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4.3 Formulae-as-types

Vi e' un'interessante analogia tra il A-calcolo puro con tipi semplice
ed il calcolo proposizionale intuizionista col solo connettivo = (CPI) ,
che e’ stata notata, indipendendemente, da Curry (Curry e Feys(1958)) e
Howard(1980), e quindi sviluppata da vari altri autori (si veda Hindley e
Seldin{1986) per riferimenti piu' ampi).

L'analogia si puo' assumere in questi termini. Assumiamo una
fomulazione di (CP1) nello stile di deduzione natutale (Prawitz(1965)).
I tipi di {xt) corrispondono alle formule di {CPI), dove - si interpreta
come => e i tipi di base come proposizioni.
| termini di (At) di tipo ¢ corrispondono alle prove in (CPI) della
proposizione corrispondente a 6 dove, in particolare 1'applicazione
(M5TNS)T corrisponde alla regola di =-eliminazione (modus ponens) e
V'astrazione (Ax8MT)E-T corrisponde alla regols di =-introduzione.
Per esempio il termine Ax®x8eA®% corrisponde alle prova

8]

636
In particolare vale la seguente proprieta’.

_ Proprists’. Una formula 6 e' provabile in CPI partendo da un insieme di

premesse  Ty,.,T, Se e solo se esiste un termine M € AS avente
% *1,..x,, ' come uniche variabili libere.

Notiamo, in particolare, che non tutti i tipi contengono dei termini
chiusi (cioe' senza variabili libere). Infatti un tipo che contiene un
termine chiuso rappresenta uns proposizione  dimostrabile da un
insieme vuoto di premesse e, quindi, una tautologia. Solo i tipi che
corrispondono a tautologie contengonc termini chiusi.

Per esempioc (6-6)»6 non contiene alcun termine chiuso.

Una p-riduzione del tipp  ((axSMTSING)T —-5p (MINS/x])T
corrisponde ad una =>-riduzione di una prova del tipo:
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[s] ,

D, D,

. 6
_____ =) D, si =-riducea by
63T 6 T

.................. (=>E)
T

I teorema di normalizzazione per (at) e' quindi equivalente 8l teorema
di normalizzazione delle deduzioni in CPl. Analogamente, tutte le
proprieta’ di ognuno dei due sistemi valgono anche nell'altro (si veda, ad
esempio, Troelstra{1973) per un uso sistematico di questa proprieta’).
Tale analogia si estende a varianti di (At) corrispondenti a sistemi logici
piu’ potenti, come ad esempio l'aritmetica (vedi Howard(1980)).

4.4 Semantica.

La natura stratificata dei tipi semplici consente che questi possano
venire interpretati come insiemi.

In particolare, se in terpretiame ogni tipo di base k; come un insieme A;

possiamo definire, per ogni tipo 6 un insieme AS nel seguente modo
AKi = A,
AS™T < AS AT
dove AS-AT ¢ Vinsieme di tutte le funzioni da AS in AT ( full type
structure ). o
Sis ora  p:Ugg K5 U, A® un ambiente che assegna ad ogni
variabile un valore di tipo corrispondente. L'interpretazione dei termini
di (xt) si definisce nel modo seguente: ‘
Iclp = Xic) _ {ce Uger £‘5) dove X interpreta le costanti
Ixlp = p(x) (%€ Uggp ¥4 )
M TNBp = IMS 2 TRp(INSDp)  (eAT)
[axB MTlp = aveABIMTIplv/xl  (eaS™T)
Si puo' facilmente provare che se M= N allora, per ogni ambiente p,
IMlp = ENJp . Quindi questa semantica e’ adeguata.

251

Essendo la nozione di insieme estensiomsle, inoltre, questa
interpretazione fornisce anche un modello di (Ant).
Osserviamo che, 8 cause dei vincoli di tipo, possiamo escludere la
presenza di errori di applicazione (si confronti con 2.3).

E' stato osservato da vari autori (i primi sono stati D. Scott(1980) e
J. Lambek(1980)) che ogni categoria cartesiana chiusa fornisce un
modello di (Ant) (e, quindi, di (At)). Viceversa, se (Ant)+ e’ il sistema
ottenuto da {Ant) aggiungendo la nozione di prodotto cartesiano e le
relative costanti, ogni modello di (Ant)+ definisce una categoria
cartesiana chiusa. Inoltre una categoria cartesiana chiusa (cioe’ un
modello di {Ant}) con un oggetto U tale che esista une retrazione da W in
U fornisce un modello del A-calcolo senzs tipi {Scott(1980)). Questi
risultati mettono in rilievo 1'interesse della nozione di categoria
cartesiana chiuss nello studio della nozione di tipo e, in generale, della
sementica dei linguaggi di programmazione.

45 Estensioni

11 sistema definito in 4.1 non puo' ancora essere considerato un vero
linguaggio di programmazione & causa delle ‘ipotesi fatte sulla natura
delle costanti (si veda 2.1) e per la (relativamente) scarsa potenza
espressiva del linguaggio puro. Accenniamo brevemente 8  tre
interessanti estensioni del linguaggio base. Le prime due hanno
motivazioni prevalentemente informatiche e sonc incorporate in alcuni
linguaggi di programmazione come ML (Gordon e al.(1979)), mentre la
terza prevalentemente logiche.

Operatore di punto fisso

L'operatore Y di punto fisso, non essendo normalizzabile, non ha
ovviamente corrispondente tipato. Si puo’ pero’ aggiungere, per ogni
tipo 6, una costante Y. € Al826)26  (on una regola di riduzione

{derivata da Y):
66y __y fqB—E &6
(¥gM®=0) > (MP*O(y ME0))
In questo modo si introduce nel sistema la possibilita’ di definire

—_—
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funzioni mediante ricorsione. Si verifichi, per esempio, che esiste un
corrispondente tipato (con tipo int—int) di FACT definttoin 24 (sl
supponga di disporre, per ogni tipo 6, di uma costante
If-then-else e ADO0I2636-36

Abbreviazioni spesso usate per Y,(AfS.M) sono: rec fSM opfSn.
Introducende Y, non vele piu’, ovviemente, i1 teoreme di

normalizzazione , ma il linguaggio continua ad avere la proprieta’ di
terminazione nel senso di 3.2. La classe delle funzioni rappresentabili,
se non si fa uso di Y., resta ovviamente la stessa che in (At).

Rispetto all'analogia delle formulae-as types V'introduzione di Y, &l

tipo (6—+6)-6 significa assumere vera la proposizione {(6—+6)-6 il che
porta immediatamente all'inconsistenza del sistems poiche’ , con questa
assunzione, ogni formula puo’ essere dimosrata. Infatti, per ogni tipo s,
Y (axBx) e AS.

Per quanto riguards la semantica, non e’ piu possibile interpretare i
tipi come insiemi. Une interpretazione soddisfaciente dei tipi e' pero'
possibile nella categoris c.p.o. (che e' cartesiana chiusa). In questo caso
si interpretanc i tipi di base k come c.p.o. ak {ricordiamo che ogni
insieme puo’ essere trasformato in un c.p.o. "piette” aggiungendo un
nuovo elemento 1) ed interpretando 6 con [A®-A"]. In questo caso
Y si interprets come V'operatore di minimo punto fisso su [AB-AS). 5i

pone cioe’ [¥ ] = ATelASASLLIKY(L 600 -
Si noti che questo modello sfrutts solo il fatto che c.p.o. ¢
car tesiana chiusa e non richiede alcuna costruzione particolare.

Per alcune interessanti risultati che collegano 1'interpretazione di un
termine alle sue proprieta’ di riduzione si veda Plotkin{1977).

Tipiri i

L'introduzione di tipi definiti ricorsivamente e’ molto interessante
dal punto di vista informatico. Essa consente, in modo molto naturale, la
definizione di strutture di dati complesse & partire da tipi di dati
semplici. Ad esempio, sopponendo che di aver aggiunto ai tipi di {(At) i
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costruttori x e + {vedi 4.1) con le ovvie costante ai tipi opportuni per
costruttori ed estrattori, i1 tipo delle liste di interi si puo’
rappresentsre come il tipo intlist che soddisfaa

intlist = int + intxintlist
mentre il tipo degli alberi binari labellati inttree potrebbe essere
descritto da

inttree = int + intxinttreexinttree.

In un linguaggio con tipi ricorsivi, inoltre, non e’ piu’ indispensabile
definire 'operatore di punto fisso come una primitiva. Si assuma, infatti
di definire, dato un tipo arbitrario &, un tipo ¥ che soddisfa T = {-8.
Assunto x% siha (xx)® (poiche' ¥ = -6) e (f55(xx)%)8 , da cui si
ricava (AxS.f(xx))5*6 e, quindi, anche (AxS.£(xx)% . di qui si ottiene
subito ¥(66)6 = x6-6 (yE f(xx)(AxE1(xx)) € ALEE)6,

Si noti ancora che postulando un tipo { = {-{ , ogni termine del
A-calcolo puro ha funa versione tipate di) tipo {. Cio' non e’ piu’ vero,
pero', considerando le costanti. Resta infatli valido i1 fatto che un
termine con un tipo non puc’ mai determinare applicazioni scorrette.

Il teorema di normalizzazione, ovviamente, non vale piv’ in questo
sistema e si perde anche la proprieta’ di terminazione. Le funzioni
rappresentabili, ovviamente, sono 1e ricorsive parziali. | tipi ricorsivi
restano pero’ uno strumento molto utile nella pratica dells
programmazione, anche se la perdita della proprieta’ di normalizzazione
dimostra che vanno trattati con cautela.

Per guanto riguarda la semantics, c.p.o. fornisce un modello anche
per questa estensione poiche’ vi si possono costruire dei domini che
soddisfano equazioni ricorsive utilizzando la tecnica richiamata in 2.4 .

Funzionali ricorsiyi primitivi

Come ultima estensione presentiamo i1 linguaggio dei funzionali
ricorsivi primitivi introdotti da Godel{1958). Ne diamo qui una
formulazione equivalente dovuta a Schutte{(1977) (il quale usa, pero’ il
linguaggio dei combinateri). ‘
Si suppongas di aggiungere a (At) , per ogni tipo &, uno costante
gsehi“t*(s*s)*ﬁ*ﬁ con la seguente regola di riduzione:
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J5OMEENE > NS
1-_1_5'“_*1"16—’5“6 -=> ”6—)6( Asﬂ“s—’sﬂs)
tioe' %ﬂns—»sﬂs --»> M{N) (omettendo i tipi) e Jg rappresenta, quindi,

un iteratqre 81 tipo 6-6.
11 teorema di normalizzazicne - vale anche per questo sistema (vedi
Teit{1967)). Tale prova richiede un'induzione fino ad ¢q (vedi

Schutte(1977)) e non e’ quindi formalizzsbile nell'sritmetica di Pesno. Le
classe delle funzioni “programmabili” nel sistema (usando cioe' le
costanti, gs in particolare) coincide con la classe delle funzioni

dimostrabilmente ricorsive nell'aritmetica.

Le motivazioni logiche di questa estensione, come gia' detto, erano
quelle di fornire uno strumento per la dimostrazione della consistenza
dell'aritmetica mediante una traduzione nel linguaggio dei funzionali (si
vedano le opere citate). Da un punto di viste piu' informatico questo
sistema e’ interessante perche’ fornisce un esempio di linguaggio in cui
possono essere'programmaté solo funzioni totali ma sufficientemente
potentg per essere adeguato ad un uso pratico.

5.Assegnamento di tipi e polimorfismo
5.1 introduzione

Una delle limitazioni del A-calcolo con tipi semplice, visto come
linguaggio di programmazione, e' che non consente ia definizione di
operatori che possano essere applicati a dati di tipi differenti. Per
esempio, nel sistema senzs tipi, V'operatore TWICE = Af.Ax.f(fx} puc’
essere applicato indifferentementea SOUARE ,a Af.(not ) (dove pot e’
considerata una costante) oppure a se stesso. In tutti i casi il signifi-
cato dell'spplicazione e' chiaro. TWICE rappresenta l'operazicne di
iterare due volte una funzione, indipendentemente dal suo tipo purche’
ovviamente, il range ed i1 dominio della funzione coincidano. Nel sistema
tipato, invece, bisogna introdurre un operatore TWICE per ogm tipo della
funzione a cui 1o si vuol applicare. Per esempio avremo:
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TWICE;y = arint=int; int peroy o alintint)-int-sint
TW'CEﬁool = ArD001-b001 5,b001 1,y ¢ A (boOI->bo01)-sbool-sboo]
TWICE pqp = AIM22IN2,,, 1082 (1) ¢ Alint2-int2)-int2-int2

dove int2 = (int-int)=sint-int .
Nota che (TWICEimQ TWICEim) rappresenta 1'operatore che itera quattro

volte una funzione di tipo int—int.

Sarebbe pero' desiderabile, visto che le varie versioni di TWICE
differiscono sole per i tipi, poter avere un'unica espressione valida per
tutti i tipi della forma (6-+6)-6-6.

Vi sono, nella letteratura,essenzialmente due proposte per fare cio’.
la prima, che si rifa’ alla nozione di schema di tipo, viene dicussa in
guesta sezione mentre la seconda, che conduce al x-calcolo del |1-ordine,
un sistema molto piu' potente {ma di piu' difficile realizzazione), nella
sezione successiva.

i1 primo approccio e' quelle di partire dal sistema senza tipi e di
considerare i tipi, anziche come una partizione in classi dell'universo de
valori, come predicati che esprimonc certe proprieta’ funzionali dei
termini senza tipi. | tipi vengono allora “assegnati® ai termini di cui
rappresentana correttamente le proprieta’ funzionali mediante un
sistema di regole formali, la cui adeguatezza garantisce la correttezza
del sistema. ’

Per esempio un tipo come int-int rappresenta la proprieta’ di un
termine di restituire un risltato intero se applicato ad un intero.
Quests proprieta’ ' valida per Ax.x+1 (funzione che opera correttamente
solo su dati interi) cosi' come per Axx (che opera correttamante su
qualunge dato). Ma Ax.x ha anche le proprieta’ reppresentate dai tipi
bool-bool , {int-int)-int-int e da infiniti altri. E' possibile, allora,
assegnare allo stesso termine piv' tipi, che ne reppresentano differenti

“{anche se omogenee) proprieta’ funzionali.

In questo contesto. e’ naturale introdurre 18 nozione di "schema di
tipo®, aggiungendo delle variabili al linguaggio dei tipi. Uno schema di
tipo - 6 rappresenta tutte le sue possibili istanze con tipi propri
{definiamo proprio un tipo se non contiene varisbili), nel senso che un
termine possiede la proprieta’ rappresentatas da 6 se possiede le
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proprieta’ rappresentate da tutte le istanze proprie di . Cosi’ AxX ,
come osservato prima, ha tipo t-t (dove t e’ une variabile).

Questo tipo di approccio ha avuto origine con la teoria dells
funzionalita’ di Curry(1934) (si veda anche Curry e Feys(1958) ), anche
se le motivazioni fondazionali di Curry eranc alquanto diverse. Lo
stesso tipo di epproccio e poi stato sviluppato, del tutto
- indipendentemente (almeno agli inizi) nella definizione del linguaggio
ML (si veda Milner(1978)).

Questo sistema di tipi, reslizzato praticamente nei linguaggi ML
(Gordon e al(1979)) e HOPE(Burstalle al.(1980) si puo’ considerare,
secondo 1'opinione dell'sutore, il piu' sofisticato sistema di tipi
realizzate in un linguaggio reale e effettivamente utilizzato.

11 sistema

Schemi di tipo
Definiamo l'insieme Ty degli schemi di tipo, che chismeremo
semplicemente tipi per brevita’, in modo analogo o come avevamo
definito T in 4.1, aggiungendo solo
FreTg
dove k7 rappresenta un insieme di variabili di tipo, che indicheremo con

t,u,.. . Un tipo proprio e' un tipo senza occorrenze di veriabili di tipo
(quindi appartenente a T). Un tipo con occorrenze di variabili viene detto
anche polimorfo. Esempi di tipi polimorfi sono  t-t, ({t-t)-u)-u,
t—int,....

Regole di assegnazione

Una formula di assegnazione di tipe ' un oggetlo dells forma Ms, .

dove Me A e6 €T, , che rappresenta il fatto che ¢ €' un tipo per M

{cioe’ che M ha 1a proprieta’ specificata da 6). Una base B e un insieme di
assunzioni della forma x:6 dove xe ¢ Per ogni xe€ i non puo’ occorrere
in B-piv’ di una assunzione di tipo per x. Un sequente e’ un oggetto della
forma B-M:6 che esprime il fatto che da B si puo’ inferire il tipo 6 per
M. Assumiamo che ad ogni costente ¢ sie assegnato un unice tipo t{c).
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Le regole di assegnazione sono e sequenti:

Bl-x6 se %6€B

B-M6->T B-Ns

(-E)
B-{MN):T

Bu{x:s}-M:t

(=1} (assumendo che X non occerra in B)
B{AxM)g-T ’

Le regole (-1} e (=E) corrispondono alle due regole di formazione
dei termini. Diamo un esempio di deduzione:

{xiint-sth-xint-t {x:int-th-3:int

{—E)
{x:int-th-(x 3):t

el G2
F{ix. % 3){int=t)-t

Esercizio: provare HALAXf{fx))({t-t)-t-t. Abbiamo quindi, ed
esempio, (TWICE SQARE)int-int e H(TWICE (AT.(not 1)}):bool-bool
dave pero’, ora, TWICE e’ 1o stesso termine.

Per maggiori dettagli e formulazioni equivalenti si veda Hindley e
Seldin{1966).

| termini che posseggdno un tipo in questo sistema sono gii stessi di
cui esiste una versione tipata in (xt). La classe delle funzioni
rappresentabili, quindi, e' 1a stessa che in (At): Notiemo pero’ che questo
sistema ha piu’ capacita’ espressive per via del fatto che uno stesso
termine corrisponde & piu' termini tipati. Continua anche a valere,
ovviamente, i1 teorema di normalizzazione forte per i termini che

"posseggono tipi.
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Si verifica facilmente che i tipi si conservano per riduzione {cice' se
Br-Me e M -->‘3 N valeanche BHN:6. | tipi non si conservano, pero’ per

espansione (cioe'B-M:6 e N-->>M non implica BI-N:6} e, in generale, per
5 - Per esmpio Haxx)t-t e (Axxx)iyy) —g AXX , ma

(Ax.x%)(Ay.y) non ha tipo, poiche’ Ax.xx non ha tipo (si veda 4.1).

9.3 Schems di tipo principale ,

Definiamo una sostituzione come una funzione s: FroTg ., 88l pug’
estendere ai tipi in TS in modo ovvio. Diciamo che una sostituzione s @'

di base se s{t) e' un tipo proprio per ogni variabile di tipot. Se B e' una
base s(B) e’ la base ottenuta applicando s a tutti i tipi in B.

Una prima ,ovvia, proprieta’ deile deduzioni e' la seguente:
Proprista. Se B-M:6 allora, per ogni sostituzione s, s(B)-M:s(s).

Una proprieta’ molto importante per le sue applicazioni ' la seguente:
feoremeg . Dato un termine M, se BM:6 per qualche base B e tipo 6 ,
esistono una base BD ed un tipo sp che sono principali per M nel senso

che: ,
L B|:,I--I‘1:(5rJ
2. per ogni B' e 6’ tali che B'FMs'si ha B'=s(BD) e 6'=s(sp) per
qualche sostituzione s.

Per esempio, (t-t)-t-t e’ il tipo principale di TWICE (la base e'
vuota). Per dare tipo all'applicazione (TWICE TWICE) basta costruire
l'istanza  ({(t-t)»t-t)={tot)»t->t della prima occorrenza di TWICE
ottenendo il tipo (t-t)-t-t per (TWICE TWICE), che ne e anche il tipo
principale. ~

Questa proprietaf e stata scoperta indipendentemenete da
Curry(1969) e Hindley(1969). Lo stesso risultato e' stato provato
indinndentemente da Milner(i978). Queste dimostrazioni usano
sostanzialménte Valgoritmo di unificazione di Rebinson & implicano i)
seguente corollario. o ;
Lorolisrio. Dato un termine M e' decidibile se ad M puo’ essere asseqnato
un tipo ed esiste un algoritmo per trovare il suo tipo e la sua base
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principali (se esistono). »

Grazie alle precedenti propriete’ i linguaggi che adottano questo
sistema di tipi (come ML) permettono al programmetore di scrivere i
programmi senza specificarne i tipi i quali vengono inferiti
automaticamente dal verificatore statico (type-checker) in fase di
compilazione (prima, quindi, della fase di esecuzione.) La proprieta’ del
tipo principale assicura che il tipo inferito e’ il piv’ generale possibile.

2.4 Semantica.

E naturale, in queste tipo di approccio, interpretare
indipendentemente i tipi e i termini in un modello del A-calcolo senza
tipi, facendo poi vedere che le lors interpretazioni sono correlate
correttamente secondo e regole di assegnamento. ‘

Per semplicita’ supporreme che i tipi di pase siano solo int e bool e
che il dominio di interpretazione soddisfi 1'equazione:

D‘=“N1+Tl+[D->D]+w

Interpreteremo ore un tipo propric & come un opportunc
sottoinsieme 6] di D che contiene quei valori che posseggono le
proprieta’ funzionali espresse dal tipo. In particolare definiamo;

lint] = {n|neN  en=l)

fbooll = {v | veT | e v#l} = {true,false}

st = { delD-sD] | veels] die)elp] )}

Questa interpretazione dei tipi viene chiamata sementics semplice
{Hindley(1983)).  Altre interpratazioni sonoc stste proposte
(Hindley(1983), Coppo e Zacchi(1986) ).

Si noti che ?7¢l06] per ogni tipo 6.

Sia B una base propria {contenente cioe’ solo tipi propri). Un ambiente
p rispetta B se x6eB implica p{x)elcl. Se 6 e' un tipo proprio
definiamo Bi=M:6 se per ogni p che rispetta B IMipelsl.

Sianc ora B e 6 arbitrari. Definismo BeMs6 se per ogni sostituzione
di base s s{B)i=M:s(g) . Nota che questa interpretazione e' in linea con
V'idea di vedere i tipi polimorfi come schemi di tipo.

E'immediato verificare, per induzione sulls struttura delle deduzioni,
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I'adeguatezza del sistema.
Fegreamg. B-M6 = BEMs.

Poiche' ?&lsl , per ogni tipo 6, una conseguenza immediata’ e’ la
seguente.
Corvtlaris. Se Br-M¢ allora , per ogni ambiente g che rispetta 8, [Mlp=?.

Questa proprieta’ assicura che un programma cui sia stato assegnato
un tipo non dara’ mai, nel corso della sua esecuziona un errore dovuto ad
una non corretta applicazione: Quindi Vinterprete dei linguaggio (che
rimane sostanzialmente un interprete del linguaggio senza tipi) , non
deve eseguire tali controlli in fase di esecuzione (cio’ non e’ evitabile,
invece, nel caso di linguaggi che non assumono nessun controilo di tipi
come il LISP).

Il sistemn di assegnazione , pero’, non e' complets (&< non vale) a
causs del fatto che i tipi non si conservano per “p (mentre

- l'interpretazione si).
Si introducs, allors, la regola

B-Eq Mg M=gN

- {EQ)
B-EQ ng

dove }_Eq indica la derivabilita’ nel nuovo sistema.

Sopponiamo inoltre che A non contenga la costante if-then-else
Infatti, in questo caso, un termine come M = if true then | else true
non avrebbe tipo mentre ovviamente EM:int . Con questa restrizione il
sistema diventa completo. '
Teorems. BEM6 = BHREIMs .

Questa versione del teorema e' provata, in una forme leggermente
diversa, in Coppo{1983). La completezza de! sistema puro e state
dimostrata, indipendentemante, da Hindley(1983) e Barendregt e
81.(1983), usando pero’ modelli differenti.

Notiamo infine che '_Eq , e quindi =, sono 20‘ .
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5.0 Estensioni

Si possonc introdurre snche per questo sistems le estensioni
esaminate per (At). Esamineremo 1'introduzione dell'operatore di punto
fisso, mentre per le equazioni ricorsive di tipo rimondiomo a
Coppo(1985), MacQueen e al.(198-). Discuteremo anche una estensione
che Fende possibile assegnare tipia tutti i termini normalizzabili. '

Operatore di punto fisso.

Poiche solo 1 termini normalizzabili hanno un tipo dovremo anche in
questo caso introdurre una {unica) costante ¥, assumendo che ¥ abbis
tutti i tipi della forma (6—+6)-»6 per 6 arbitrerio (includendoe quindi
anche (t-t)-t che e’ il tipo principale). Introduciamo inoltre 1a regola
di riduzione Y¥YM --> M(YM) . Cio’ produce, dal punto di vista delle
proprieta’ di riduzione, effetti analoghi a quelli visti per (At). Viene
pero’ preservata 'esistenza del tipo principale e le relative proprieta’.

Questo sistema, con 1'aggiunta delle equazioni di tipo, e' quello che
corrisponde effettivamente al sistema di tipi del linguaggio ML
{Milner(1978) ).

Per quento riguarda la semantica ¥ verra' interpretato come
'operatore (interno) di minimo punto fisso su D (che e' anche il valore
del termine corrispondente). '

La semantica dei tipi definita in 5.4 non e piu' adeguata. Infatti si ha
ora -(Y(Axx))t , il.che significa che (¥(Ax.x)) ha tipo 6 per ogni 6. Ora
I{y(axx)lp = 1L , infatti L e' il minimo punto fisso dell'identita’.

Si definisca allora, per ogni 6 proprio:

Lint] = {n]neN;} (note: con le nostre convenzioni lefintl

fboold = {v|veT,}

[s-1l = { delD-sD) | d=L o ¥ecls] dle)elp] }

In questo modo abbiamo Lele] per ogni 6 proprio. Inoltre si vede
facilmente che [g] e' chiuso per limiti di catene crescenti (Is} ¢, in
particolare, un ideale in D). ' »

Se definiamo i=? analogamente & = (usando pero’ la presente
interpretazione dei tipi). Anche quesio sisteme si dimostra facilmente
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adeguato.
Teorems. B-TMs = BE"Ms.

La completezza fallisce anche in questo caso. Per rendere completo il
sistema, pero’, non e' piu' sufficiente aggiungere la regola {Eq). Infatli,
per esempio, si ha E(Axxx)Ax.xx)lp=1 e, quindi, BT (A x)AXXX)8 per
ogni tipo 6, ma  (Ax.xx){Ax.xx):8 non e' provabile nemmeno usando (Eq).
Per restituire la completezza al sistema e’ necessario aggiungere una
regola infinitaria ( Coppo(1984)). In questo modo, pero’ la relazione dl
assegmmento diventa Tlol

Tipi con intersezione.
Questa estensione e' stata introdotta per studiare dei sistemi di tipi

che permettessero di assegnare un tipo a tutti i termini o, almeng, 8
tutti i termini normalizzabili. 11 sistema cui accenniamo qui e’ tratto da
Coppo(1980). Per altre e piu' potenti formulazioni si veda anche Coppo e
al.{1981), Barendregt e al.(1983).

Intruduciamo un nuovo operstore A di formazione dei tipi ed
aggiungiamo alla definizione dei tipi T 11 seguente punto:

GA‘EGTS se G,TGTS

Un tipo della forma = At intende rappresentare le proprieta'
funzionali di un termine che ha entrambi i tipi 6 e T . Notiamo che questo
estensione non sarebbe possibile con la nozione di tipi come partizioni
adottata nella sezione 4. :

I sistema di regole di assegnazione (indicato con +* ) si ottiene
aggiungendo alle regoie in 5.2 le seguenti:

B Ms BR M B MsAT
(al) -------—----(AE) (e simmetrica)
B AM:6AT B M:s

In- questo modo, possiamo dare tipo a molti termini che non ne
avevano  nei- sistemi precedenti . Abbiamo, per esempio "
(ax.xx):(talt-u))»u e, ancora, FAAR AL AR ()t} 1t
{esercizio: verifcario). '
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Si confrontino questi tipi con gli esempi in 5.3 . Inoltre, 2 ¢
conservativo rispetto al sistems base - (Barendregt e 81.(1983) ).

La propriets’ piu' interessante di questo sistema e' che fornisce una
coratterizzazione completa dei termini fortemente normalizzabili.
Feorsma(Coppo e Dezani(1980)). MeA e' fortemente normalizzabile se
e solo se esiste una base B ed un tipo 6 tali che B-"M6.

esto sistema, pero’, non corrisponde a nessun sistema logico

nell'analogia delle formulae-as-types (Hindley(1964) ).

L'assegnamento di tipi diventé, ovviamente, indecidibile {¢' 201 anche

in questo caso) anche se si puo’ ancora dare una nozione di tipo principale
{Coppo e a1.(1980), Ronchi e Venneri{1984) )
Una restrizione decidibile e' stata studista in Lewant(IQBBe)

6. 11 A-calcolo tipate del Ii ordine.

6.1 introduzione. _

Il A-calcole tipato del secondo ordine {detto anche A-csicolo
polimorfo da alcuni autori) e’ basato sull'idea di introdurre un operatore
di astrazione sui tipi, analogo a quello di astrazione sui termini. Poiche’,
secondo 1’ analogia delle formulae-as-types, i tipl corrispondono alle
proposizioni, un operatore di astrazione sui tipi rappresenta un
operstore di astrazione sulle proposizioni. La principale motivazione
logica per l'introduzione di tale operstore e' quells di -~ definire
estensoni del A-calcolo tipato in cui sias possibile interpretare sistemi
logici del secondo ordine (come l'anslisi). Si puo' allora sfruttare
Vanalogia delle formula-as-types per dimostrare proprieta’ di tali
sistemi, come interpretazioni funziomali e proprieta’ di
normalizzazione delle deduzioni.. |1 A~calcolo tipato del |l ordine e une
versione essenziale del sistema F introdetto-da Girard(1972), che ne
dimostro’ le principali proprieta’, allo scopo di sviluppare una
interpretazione funzionale dell'analisi seguendo 1'approccio di
Godel{1958) e di dimostrarne la consistenza mediante un teorema di
normalizzazione. '



264

11 A-calcolo tipato del H ordine €' stato anche introdotto in modo
indipendente da Reynolds(1974), con motivazioni esclusivamente
informatiche. Abbiamo visto, per esempio, come sias desiderabile che
operatori di carsttere generale come Axx (identita’) - abbiano un tipo
polimorfo come t-t. Un concetto analogo si puo’ esprimere in un calcolo
tipato introducendo delle variabili nel linguaggio dei tipi (come in Ts) e

definendo un identita’ Ax Lyt parametrizzata su . Se si astrae ora
rispetto a t si ottiene M.kxt.xt che rappresents 'identita’ polimorfs .il
cui tipo si denota At.t-t, e rappresenta il tipo dei termini che, applicati
ad un tipo 6 restituiscono termini di tipo 6—6. L'identita ad un certo
tipo {come int), si otterra' quindi applicando At. atxt al tipo in
questione.

Una differenza cruciale con i sistemi presentati in 5 e’ data dal fatto
che, nel A-calcolo del Il ordine, Att-t e’ considerato un tipoa tutti gli
effetti (e’ quiridi possibile, per esempio, applicare una funzione al suo
stesso tipo). Questo rende i1 sistema estremamente potente anche se
pone numerosi problemi per la matura non predicativa che il sistema
viene ad avere.

6.2 Linguaggio.

Sia ancora K V'insieme dei tipi di base a ¢ un insieme di variabili di
tipo. . Llnswme T2 dei tipi del |l ordine e'definito da:
KeTy
FreTy
6-+1eT, se6,teTy
AteeT, seseT,
Denotismo con £% e l-d, rispettivamente, le costanti e le variabili di
tipo 6. Definiamo t'insieme: A25 dei termini di tipo 6 nel seguente modo:
5 o A25
¥ c Azs
(M) e AT se MeA ST e NeA,S

[ T
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AxS M ¢ A T se Me Ayt
(M) e A25["/ s Me Azm-s e TeT,
AtMe A2m'°' se MeAy®

Nell'ultimo punto bisogne supporre che t non occorra libera nei tipi delle
variabili libere di M. Questa restrizione e' necessaria per escludere
termini come axtAtxt in cui 1a varisbile di tipo t e’ legata in una
occorrenza di xt ma libera nell'altra. Indicheremo con (At2) questo

. sistema.

Esempi: Ataxtxt ¢ Azm-t"t .

TWICE, = Atart=taxbs(rx) € A, Attt

(Abbreviazione : 6* abbrevia {6-»6)-6-8).

AUTO, = AxDUY As x(s-shixls)) € A ALU-AsS
TWICE, e AUTO, sono versioni al Il ordine di TWICE e AUTO. Si noti
come, in AUTO,, si usa in modo essenziale 1'applicazione di tipo che

consente di dare due tipi diversi alle due occorrenze di x. Ovviamente
AUTO, e’ ora applicabile 8 TWICE,.

Alle usuali regole di riduzione bisogna ora aggiungere una regole per
V'applicazione di tipo che sara’ della forma
(ALMOXx} --> MB[¢/t]
dove MS[t/t] rappresenta il termine ottenute da M rimpiazzando tutte

~le occorrenze di t {nelle applicazioni di tipo e nei tipi delle variabili)

Eon . Si vede facilmente che MS[t/t] e Azsl"’ ) quindi anche quests

riduzione conserva correttamente i tipl. Anche in quesio sistema,
quindi, un termine non puo’ mai generare applicazioni scorrette durante
la sua valutazione.

Una complicazione di questo sistema e’ dovuta al fatto che un termine
di tipo Ats puo' essere applicato a qualunque tipo compreso, per
esempio, Ats . Si perde la struttura gerarchica dei tipi tipica dei
sistemi visti in precedenza.

Le nozione di funzione che ammette un tipo come parametro e' stata
introdotta in alcuni linguaggi di programmazione come CLU {Liskov e al.
(1977)) o ALPHARD (Wulf e al. 1976)) ma, fino ad ora, in una forma
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molto ristretta in cui buona parte della potenza di (At2) e’ perduta.

6.3 Propriets’.

11 teorema di normalizzazione forte, come si e' detto, continua a
valere. :

Teorems. Ogni termine di (At2) e’ fortemente normalizzabile.

Questo risultato e' stato dimostrato da Girard{(1972) ahattando la
tecnica di Tait{1967). 11 problema tecnico principale, rappresentato dalla
natura non gerarchica dei tipi, e’ stato superato da Girard definendo a
priori per ogni tipo, degli insiemi di termini (candidati di riducibilita’)
dotati di certe proprieta tra cui quella di normalizzazione forte e
dimostrando quindi che A2°' {per ogni 6) e' un candidato di riducibilita’.

Diamo un cenno alla dimostrazione di guesto importste risultato,
seguendo (con piccole varianti) l'approccio di Girard(1972). Supporremo,
per semplicita’, che non vi siano costanti. La generalizzazione al caso
delle costanti e’ comunque semplice. -

Supporremo i termini definiti @ meno di una ridenominazione delle
variabili legete, ignorando cosi’ i problemi dovuti ad eventuali conflitti
di nomi tra variabili libere e legate.

Introduciamo prima alcune definizioni. Abbrevieremo fortemente
normalizzabile con f.n. . :

Un insieme di termini AScA S e’ un candideto di riducibilits’ (c.r.) di

tipo & se soddisfa i seguenti punti:
{P1) Se McA® allora M ¢' fn.
(P2) Se McAB e N--»>M allora NeAS
(P3) Se xey..ey ehzs dove ey,..e (k20) sono tipi o terminifn.

allore xey..ey eAS.

Nota che, per ogni tipo 8, vi possono essere piu’ cr.di tipo 6. [noltre
per ogni variabile x% ed ogni c.r. AS di tipo s, x8eAB  gig CRO 1'insieme
di tuttiicr. ditipos e CRYunione di tuttii CR® per ogni 6€T,.

Sia ora CRenv = F7-CR Vinsieme di tutte le associazioni di cr. (di

un tipo arbitrario) ad ogni variabile di tipo. Definiamo una sostituzione
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come in 5.3 (con T2 al posto di TS). Se feCReny sia S la sostituzione
definita da s,(t) = 6 se 8(t)eCRS.
Sia ora 6€T, e §eCRenv . Definismo lsl, gAQSe(G) per induzione su

6 nel seguente modo:
Itlg = 8{) sete kg

l6-tly = (MeA,%6=T) | ¥Nelsly MNeltl, }
latsly = (MeA,5tALE) | vreT, vaTeCRT M{tlelslg 4/} -

Dimostriamo ora due lemmi.
Lemimig 1. Per ogni 6€T, e per ogni 8eCRenv l6ly e un c.r.di tipo sy{s).

Dimostrazione . Per induzione su 6. Se g¢ K1 11 lemma e' vero per

definizione. Negli altri due casi basta verificare (P1) , (P2) e (P3) della
definizione dicr.

Caso 6=p—1. La verifica di (P2) e' banale .
(P1). Sis %%(0) una variabile di tipo sy(p). Per ipotesi induttiva

xsa((’)elplg e, quindi, sta(l’)el'cle. Per ip. ind. Mx%{@? ¢' f.n. e cio’ implica
che anche M e’ f.n. (esercizio: perche?).

(P3). Sia xeq.ey eAzse(E'"f) con ey,..8, tipi o termini f.n. . Sia
inoltre Mkﬂelgle . Per ip. ind. Hkﬂeﬁ.z‘ss(?) e' f.n. e quindi, ancora per
ip. ind., xe]...ekr'lkﬂel'tle. Quindi xey..ey elp-»"tle.

Caso s=At.p . Anche in questo caso la verifica di {(P2) e’ banale.

{P1). Sia Melm.ple . Allora, preso un arbitrario 1T, ¢ ATeCcRT
M{t}elglemt /t] @ quindi, per ip.ind. , M{t} e’ f.n.. Allora anche Me' f.n.
(esercizio: perche' ?) . '

- {P3). Sia xe,...ekehzsa(m-i’) con ey,...ep tipi o termini f.n. e sia
TeT,. Allora xey..e t} €A%l T/t0) ¢ perip.ind., pef ogni ATeCRT
xey.8y (T} € lplgjaTsy) - Quindi xey.e elAtply. O

Se NeA25 ed s e' una sostituzione s(M) denota il termine ottenuto da
Mapplicando s a tutti i tipi occorrenti in M. Si noti che s(M)eA,S(6)
Lemmg 2. Sia MeA,®, 9eCRenv e Mielt;ly (1<i<k) dove Ry O Ky
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sono le variabili libere in M. Allora s,(M)M;/x;lelsl, .
Oimostrazione . \nduzione su M. 11 caso M=x® e’ immedisto .

Sia M=Ax@M €A,07 (con 6=p-1) , dove M'eA,T . Sia Nelply . Si ha
che s(E MM /%;IN-->s(M)M;/x; N/ €ltly per ip. ind.. Quindi, per il
lemma 1 e (P2), s(xx@M)[M;/x;] elp-tly .

Sia M=AtM eA,AY® (con s=Atp), dove MeAL . pia €Ty e
ATeCRT . Per ip. ind. slt/tIMIIM;/xlelplgratyy (notismo che t non

pus’ occorrere in T; , essendo ¥; libera in M. Inoitre

so{ALMIM /% Th-—> sle/t(MM;/x;1 . Quindi per 11 lemma 1 e {P2),

so{ALMIIM;/x;] elatply .
Gli ultimi due casi (M=M"M" e M=M'{t} ) sono lasciati per esercizio. O
Dimostrozions g8l teorems . Sis @ €CRenv tale che s, sia la

sostituzione identica (cice’ ¥te ¥y eo(t)e(:Rt ) . Allora, se x5 ¢ una
variabile di tipo ¢ liberain M, xselsloo . Sia ora Mel\Qs . Per il Lemma
2 s, (M)=Melsly, e quindi, per il Lemma 1,Me'fn.. O

Ld classe delle funzioni rappresentabili e' ora molto grande. Si
definisca:

L= At(t-t)»t-t (tipo delle rappresentazioni degli interi)
Si vede facilmente che le funzioni definite in 4.2 sono definibili, al tipo
opportuno, anche in (At2).
Per esempio +, = aptagtAatari=taxt pltiaitix) e Aot
Si puo' pero’ fare di piu’. Un termine per roppresentare 1'esponenziazione
e', per esempio, il seguente EXP = Apt.Aq. AL p{t-tHa{t)} € APVt
Anche il predecessore e la sottrazione risultano rappresentabili { vedi,
ad esempio, Fortune ed al.(1983)). Inoltre gli iteratori Jg definiti in 45
si possono rappresentare nel modo seguente:
Jg = AntAx8=8 Ay nislxy € AZL—)(SAB)—)G—»E )

Tutte le funzioni provabili ricorsive nell'sritmetice del | ordine
(eo-ricorsive) sono quindi reppresentabili in (At2).

Si puo’ fare pero' ancora di piu'.
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Feoreme . Le funzioni rappresentabili in (At2) sono esattamente quelle
provabili ricorsive nell'aritmetica del 1l ordine.

Questo risultato e stato dimostrsto indipendentemente da
Girard(1972) e Statman(1981), anche se in contesti diversi. Notiamo che,
in {At2), la classe delle funzione definibili utilizzando le costanti
rimene 1la stesss (infatti tutte 1s costanti elementart sono
rappresentabili nel sistema puro).

Anche (At2), quindi, rapresenta un linguaggio di programmazione di
potenza piu' che sccettabile in cui sono programmabili sclo funzioni
totali.

6.4 Formulae-as-types.

Il sistema corrispondente & (At2) nell'analogia  delle
formulae-as-types e’ il calcolo proposizionale implicativo intuizionista
del 11 ordine (CPI5).

Tale sistema si ottiene da CPI aggiungendo un quantificatore universale
sui simboli proposizionali e le regole:

dove t rappresenta ora una variabile proposizionale. Nella regola (¥l)
bisogna assumere {come in 6.2) che t non occorra libera in nessuna
assunzione da cui la formula 6 dipende . La regole (¥1) corrisponde
all'astrazione di tips AtM® e la regole (ME) all'applicazione di tipo
MAL6(x} . La riduzione di un'applicazione di tipo (ALMB){x} --> M8[T/t]
corrisponde allora ad una ¥-riduzione ( vedi Prawitz(1965)) del tipo:

D
¢ Dit/t)
_______ {1 si ¥-riduce a slt/t]
¥te |
------- (%E)
s[t/t]
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Il teorema di normalizzazione di (At2) implica allora la proprieta’ di
normalizzazione delle deduzioni in CPi,. '

Per quanto molto essenziale CP12 e' un sistema molto potente. E'

infatti possibile interpretare i1 calcolo predicativo del 1l ordine in
CPI2 . E stato dimostra_to che la normalizzazione di CPI2 implica

(nell'aritmetica) la consistenza dell'analisi. La prova e' dovuta a risultati
di Statman e Prawitz, si veda Fortune ed a1.(1983) per i riferimenti. 11
teorema di normalizzezione per (At2) {e CPl,) e’ quindi indipendente
dall'analisi. :

Vi sono altre interessanti amalogie tra (At2) e laritmetica
(intuizionista) del |1 ordine. Ricordismo che tale sistema €' definito sul
calcolo predicativo intuizionista del 11 ordine con i connettivi = , wle
w2 (quantificatori al | e Il ordine) ), cui si aggiungono le costanti Qe
succ ed il seguante assioma di induzione '(accanto agli assiomi relativi
all'eguaglianza (del primo ordine) e 8l successore ) |

¥2p_ { (¥ % (P()3P(succ( = PIOI=s¥ yP(y) )
In questo sistema la proprieta’ di essere un numero naturale e' espressa
da:

Ny = ¥2P. ((#!x(P(x)=P(succ(x)))= POI=P(Y) )
Se cancelliame allora le variabili e le quentificazioni al primo ordine,
otteniamo:

¥2P ((P=3P)=>P=P)
che corrisponde al tipo degli interi nella rappresentazione scelta in 6.3 .
La dimostrazione che un certo oggetto €' un numero, allora, corrisponde
(in questo senso deboie) al termine che 1o rappresenta. Riportismo un
esempio relativivo 8 succ(0) , che e rappresentato in (At2) da
ApATPPARP (P-DP  Accanto ad ogni formula riportiamo, tre parentesi
{}, il termine corrispondente alls relativa sottodeduzione.
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[ %% PG)=P(succ(x) 1 (PP}

" (')

P(0)=P(succ(0)) (PP} [P(OY] {xP}

------------------ -- - (=E)
P(succ(0) {fP~PxP)

________________ ——- SE—— )

(% Ix PO)=P(succ(x)))= P(O)=P(succ(0)) {ATP-PAxP (D-PxP)
- - - (¥2n)
¥2p (%1% P(x)=5P(succ(x)))= P(0)=3P(succ(0))) {ApAfP-PaxP (P=PyP)

L'analogia si puo’ portare ancora piu' aventi. Un A-termine
corrispondente alls prova che una certa funzione T e’ totale (proprieta’
rappresentabile dalla formula Mx(N(x)=>N(f(x)) ) rappresenta tale
funzione in (At2). Per maggiori dettagli si vedano Leivant(1983b) e
Bohm e Berarducci (1985).

6.5 Semantica.

La natura non-gerarchica dei tipi rende evidenti le difficolta’ di una
interpretazione analoga & quella vista per (At). Infatti intuitivamente un
tipo della forme Ate dovrebbe contenere funzioni che, applicate ad un
tipo <, restituiscono un valore di tipo slt/t]. ma At.e, essendo un tipo,
e uno dei possibile argomenti. In certi casi, quindi, 'interpretazione di
un tipo deve essere applicabile a se stessa.

Reynolds(1984) ha dimostrato che non e’ possibile dare una
interpretazione di (At2) in cui ogni tipo della forma 6-T viene
interpretato come Vinsieme di tutte le funzioni da ('interpretazione di)
6 in (Vinterpretazione di) T, sia pure lasciando la massima liberta’
nellinterpretazione dei tipi della forma Ats (purche’, ovviaments,
adeguate a dare un modello di (At2)). In questo caso, infatti, si potrebbe
definire un insieme P tale che esiste un isomorfismo tra P e (P»B}-B ,
dove B rappresenta l'interpretazione di Atf(t-t)ot ( che contiene
certamente almeno due elemento distinti: le interpretazioni di
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At.kxt.hgt.x e M.Axt.)ugt.g ). Cio' e’ chiaramente impossibile per ragioni
di cardinalita’.

E' possibile fornire una interpretazione di (At2) pertendo da
{opportuni) modelli del A-calcolo senza tipi. L'idea €', in lines generale,
18 seguente (si veda Scott(1976)). Sia D un dominio che soddisfi, per
esempio, 1'equazione vista in 2.3 . Definiamo un retratto di D come un
elemento ac[D-D] (quindi interno a D) tale che & = 8.a . Sia
ronge(a)={deD|EIeeD ale)=d} . Un retratto rappresenta l'identita' sul
proprio range ed identifica, in questo modo, un sottoinsieme di D (che
corrisponde, in un certo senss, a un sottodominio di D) . D'ora in poi
identificheremo i retratti col proprio range. Per esempio una funzione

AveD. if veN; then v else 1

rappresenta in retratto che definisce il sottodominio degli interi.

Inoltre se @ e b sono due ritratti anche @c—b = AveDbovea €' un
retratto di D che rappresenta lo spazio deile funzioni da 84n b . Infatti,
per ogni derange(a) , ae—b{v)(d) € range(b) . Molti altri costruttori di
tipi, come x e + hanno retrazioni corrispondenti.

In questo modo €' possibile identificare i tipi con elementi di D,
rendendo omogenee 1e interpretazioni di termini e tipi.

In certi casi si ha che una classe di ritratti di D e’ essa stessa un
retratto di D, cioe €' il range di un elemento teD appartenete alla stessa
classe. Cio' avviene, per esempio, per le ritrazioni finitarie su domini
w-algebrici (McCracken(1982)). In questo caso t rappresenta la
collezione di tutti i tipi (se deD, infatti, t{d) ' un retratto, cioe’ un
tipo). _

Sia ora h una funzione tale che range(h)crange(t) . Definiamo

M(h) = AT.AX. h( £ x}(f(1 8))
E' immediato verificare che Ti(h) e’ un retratto. Notiamo inoltre che , se
a interpreta un tipo della forma At , i valori nel range di Ti{e) sono
funzioni che mappano un tipo "tx" in valori di tipo h(tx) e, quindi, sono
adatti a rappresentare un termine che mappa ogni tipo {T} in termini di
tipo slt/t].

Se interpretiamo i tipi di base con i corrispondenti retratti , e
indichiamo con n:Tenv= P‘T—»runge(t)' un ambiente per V'interpretazione
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delle varishili di tipo possiamo definire V'interpretazione. dei tipi
[1T,-Tenv-D nel sequente modo

fkin=k (dovek e'unretratto corrispondente &l tipo base k)
[thn = n(t)
Is-1in = IsIne-Itly
[At6ln = M{AveDIsInlv/t] ot )
Sia neTenv e ¢ : Mg, L-'Tﬁ)-’D un ambiente per 1'interpretazione

delle variabili che rispetta n, nel senso che p(x8) € range(sin) .
L'interpretazione I1 : {(Ugcr,A%)=Tenv—Env-D dei termini sora' ora
dota da:

[xSInp = p(x)

IMNEne = IMBnp(iNEne)

[Ax% MIne = (AveD.IMIn(plv/x1)) - Isln

iM{tHine = IMIne{i<in)

[AtMIne =( AveD.IMK(nlv/thel o t

E' facile verificare che tale interpretazione e’ ben definits nel senso

che se MeA25 allora [Minpelsln {per ogni n e p). Inoltre M =N

implica EMine = iNIng (per ogninep).

Notiamo che, anche se D e' un dominio senza tipi , 1a struttura di tipi
e’ comunque ricostruita all'interno di D poiche' ogni valore ¢
"proiettato” nel range del retratto corrispondente al suo tipo. Un aspetto
non del tutio soddisfacente di questa interpretazione e' il fatto che,
poiche’ i retratti hanno la struttura dei domini, I'interpretazione di ogni
tipo contiene un elemento minimo che e' naturale interpretare come
indefinito. Cio' pero’ non sembra strettamente necessario dal momento
che ogni termine di (At2) e’ normalizzabile. .

Questo tipo di approccio, implicito in Scott({1976), ' stato sviluppsto
da McCraken(1979) (che considera come retrezioni le chiusure su P},

McCracken{(1982) (che considera le ritrazioni finitarie su un dominio
algebrico)) e Amadio e 81.(1986) (che considerano invece le proiezioni
finitarie).

Recentemente Girard{(1985) ha proposto una nuova interpretazione di
{A12) basata sulla sus semantica qualitativa. Per una esposizione di
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carattere generale sulla nozione di modello per (At2) si veda Bruce e
al.(198-).

6.7 Restrizioni ed estensioni.

Data la grandissima potenza del sistema puc’ essere interessante
anche lo studio di sue opportune restrizioni, soprattuttu' riguardo alla
possibilita’ di renderne piu' agevole la realizzazione pratica.

Una proposta interessante (Fortune ed al.(1983)) e' quella di
restringere 1 termini di (At2) ai soli termini stazionari, dove un
termine o' stazionario se ogni tipo T che occorre in una applicazione
della forma (MAL6){} €' o una singola variabile di tipo o un tipo chiuso
(cioe' senza occorrenze di variabili di tipo). Per esempio , riferendoci
alla sezione 6.3, i termini Jg sono stazionari (se 6 ' chiuso) mentre

EXP nonloe'

Si vede facilmente che i termini stazionari sono chiusi per riduzione.
Se un termine M e' stazionario e si riduce ad N allora agni tipo che
occorre come argomento di un'applicazione di tipo in N occorre anche in

unapplicazione di tipo in M. Inoltre tutti i possibili tipi delle

solioespressioni di N. devono appartenere ad un insieme finito
facilmente calcolabile a‘partirekda M. In guesto modo e' possibile

prevedere in anticipo quali- tipi saranno -eventualmente coinvglti- nella

riduzione di M, e questo puo’ essere di aiuto per migliorare I'efficienza
dell'interprete. Anche con questa restrizione il linguaggio resta molto

potente. Per esempio , poiche' i termini Jg sono stazionari , almeno le-

funzioni ¢g-ricorsive sono rappresentabili. Inoltre i1 teorema di

normahzzazwne per le espressioni stazionarie e' indipendente dalla
! -amalisi (per referenze si veda Fortune eal. (1983))

Altre restrlzwm possono essere suggerite, mediante lamlogla dene,

formulae-as tupes, da sottosistemi predicativi della logica del [l ordine.
(Leivant(1983b)).

Per quanto riguarda le estensioni si possono mtrodurre senza
partlcolarl difficolta’, sia loperatore di punto fisso che i tipi ricorsivi.
Llnterpretnzwne proposta in 6.5 si adatta senza difficolta' a queste
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estensioni. .

Un'alirs estensione, che conduce ad un sistema ancora mu potente e
quella di consentire astrazioni anche su funzionali che operano Su tipi.
Per assicurare la buona definizione di tali funzionali, si puo' dare slla
collezione dei funzionali su tipi uma struttura di tipi (che verranno
detti ordini e indicati con T, €).

i1 linguaggio degli ordini e' definito come i tipi semplici in 41,
partendo da un'unice ordine di base T {(useremo pero' =>al posto di —). T
rappresenta V'ordine dei tipi.

Si ahbia ora, per ogni ordine {, uninsieme di variabili 1S di ordine {
e un insieme {eventualmente vuoto) di costanti di ordine {. L'insieme
¢ dei funzionali di tipo di ordine ¢ e' definito come Afinal. Bisogna
anche introdurre, oyyiamente, una nozione di p-riduzione suf funzionali
di tipo, come in (At).

Dobbiamo inoltre assumere 1'esistensa delle seguenti costanti
»eTT=T=T  (scriveremo 6T per 6T €T' )
Are TEDTT (eeriveremo atde per Ag(ktg.s), dove 6 € T1)

Per ogni tipo 6 di ordine T, infine, definiamo l'insieme Ae® dei
termini di tipo 6 come in 62 ma con kqueste modifiche per quanto
riguarda astrazione e applicazione di tipo:

{Mith e Auﬁlﬂt(] se Me Aémi‘s e TeTS

ASHeABES o e Al

Le regole di riduzione per i termini di {At2) si estendono
immediatamente. : '

Anche questo sistema e' stato introdotto (in una forma leggermente
diversa) da Girard(1972) che ne dimostra i1 teorema di normalizzazione
forte. In Girard{1973) si dimostra anche che le funzioni rappresentabili
in tale sistems sona quelle provabili ricorsive nella sritmetics di ordine
finito (teoria degi ordini). Questo snstema quindi, costituisce una
estensione proprla di (at2).

Ls nozione di ordine e' poi state mtrodotta indipendentemente, nello
sviluppo di modelli di (At2), dalla McCracken({1970).

L'interpretazione proposta in 6.5 si adatta senza problemi a guesto
sistema. E'anche possibile definire estensioni quali i funzionali di tipo
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ricorsivi (perdendo ovviamente la proprieta’ di normalizzazione}
introducando un operstore  Jy € TE=0=T con la regola

pg(m?s)-—>s[p((m§.5)/t§] . Ls nozione di tipo ricosive si ottiene come
caso particolare per =T.

6.7 Inferenze di tipi del |l ordine.
‘ A N
Anche T'approccio di assegnare tipi ai termini, studiato nella sezione

S, si puo’ estendere a tipi del |l ordine.
Si consideri 1o stesso insieme di tipi T, , dove pero’, per uniformita’

con la letterstura, scriveremo ¥te al posto di Ats . 11 sistema di
assegnazione di tipi (che denoteremo con 2 ) si ottiene aggiungendo al
sistema studiato in 5.2 le regole:

B-2M:6 BL2M:¥t 6
BI-2M:¥t.6 B-2M:s{t/t]

in (¥1) si assume che t non occorra libera in B.
11 sistema cosi’ ottenuto e’ equivalentea (At2) nel senso che MeA25

se e solo se Br2Ms dove B = x| T ¢' libera in M} . Tutte le
proprieta’ sintattiche di (At2) , in particolere il teorema di
normalizzazione forte e la caratterizzazione della classe delle funzioni
rappresentabili, valgono anche per i termini che possoggono tipi in
questo sistema. , o

Un vantaggio di questo approccio rispettoa (At2) e’ che i termini non
contengono esplicitamente la nozione di applicazione di tipo, che , a
volte, appesantisce notevolmente la loro scrittura.

In questo sistema di assegnazione di tipi , pero’, non esiste piu' la
nozione di tipo principale.  Per esempio  (¥ii)-(¥t1) e
{¥t.t-t)>(¥t.t->t) sono entrambi tipi di Ax.xx senza essere istanze di
nessun tipo assegnebile 8 AX.XX . Non e’ noto, inoltre, se 'insieme dei
tipi di un termine e' ricorsivo e se €' decidibile ; dato un termine, se
questo ammette almeno un tipo (la congettura piu’ diffusa e' che non lo
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sia, in entrambi i casi).

£’ tuttavia interessante, da un punto di vista informetico, 10 sviluppo
di algoritmi di assegnazione e verifica di tipi che richiedano
eventualmente qualche informazione da parte del programmatore, come
la specifica dei tipi delle variabili . Per esempio come in Ax:¥t.t-t. xx .

Una semantica di questo sistema si puo’ fornire seguendo V'approccio
proposto nelle sezioni 5.4 e 5.5. Per i dettagli si vedano, per esempio,
MacQueen ed al.(198-) e Coppo e Zacchi{1986).

Riferimenti

Amadio R., Bruce K, Longo G. (1986) The finitary prejection model for
second order lambda calculus and solutions to higher order domain
~equations, in Proc. of the IEEE Symposium on Logic in Computer
Science, Cambridge Mass. , 122-130.

Arvind, Kathail V., Pignali K. (1984) Sharing of computation in functionel
language implementation, rapporto interno MIT, Cambridge Mass..

Barendregt H. {1981/4) The lambda calculus: its syntax and semantics,
North-Holland (prima edizione 1981, seconda 1964). ’

Barendregt H., Coppo M., Dezani M. (1963) A filter lambda-model and the
completeness of type assignment, J. Symbolic Logic 48(4) , 931-940.

Bohm C., Berarducci A. (1985) Automathic syntesis of typed
A-programs on term algebras, Theor. Comput. Sci. 39, 135-154.

Bruce K., Meyer R, Mitchell J. (198-) The semantics of second-order
lambda cslculus, di prossima pubblicazione su Information and
Control. ‘

Burge W. (1978) Recursive programming techniques, Addison-Wesley.

Burstall R., MacQueen D, Sannella D. (1980) HOPE: an experimental
-applicative language, in Proc. of the LISP conference, Stsnford
University .

Church A. (1932/33) A set of postulates for the foundation of lagic,
Annals of Math. 33(2), 346-366 e 34, §39-864 .

Church A. (1940) A formalization of the simple theory of types , J.



278

Symbolic Logic 5, 56-68.
Church A. (1941) The calculi of lambda-conversion, Princeton University
Press.

Constable R., Zlatin D. (1984) The tgpe theory of PL/CY3, ACM Trans. on

Prog. Languages 6,94-117.

Coppo M. (1980) An extended polymorphic type sgstem for applicative
languages, in Proc. of Mathematical Foundations of Computer Science,
Lecture Notes in Computer Science 88, Springer-VYerlag. ,

Coppo M., Dezani-Ciancaglini M. (1980) An ex\ensmn of basic
functionality theory for lambda-caiculus, Notre Dame J. Formal Logic
21(4), 685-693.

Coppo M., Dezani-Ciancaglini M., Venneri B. (1980) Principal type
schemes and lambda calculus semantics, in To H.B.Curry: essays on
combinatory logic, lambda-calculus and formalism, J. Seldin and R.
Hindley eds., Academic Press, 536-560. :

Coppo M., Dezani-Ciancaglini M., Yenneri B.- {1981) Functional characters
of solvable terms, Zeit. Math. Logik und Grund. Math. 27, 45-58.

Coppo M. (1983) . On the semantics of polymorphism, Acta Informatica
20, 159-170. : _

Coppo M. (1984) Completeness of type assignment in continuous
lambda-models, Theor. Comput. Sci. 29, 309-324.

Coppo.M. (1985) The completeness theorem for recursively defined
types, in Proc. of ICALP '85, Lecture Notes in Computer Science 194,
Springer- Verlag, 120-129.

Coppo-e Zacchi {1986) Type inference and logical relatwns in Proc of
the IEEE Symposium on Logic in Computer Science, Camnridge Mass.,
218-226. ;

Cogquand T., Huet G. (1985) Constructions: a higher order. proof system
for mechanizing mathematics, in EURUCALBS, Linz, Lecture Notes in
Computer Science 203, Springer-verlag .

Curry H. (1934) Functionality in combinatory logic, Proc. Nat. Acad. Sci.
US.A. 20, 584-590.

Curry H., Feys R. (1958) Combinatory logic I, North-Holland.

Curry H. (1969) Modified basic functionality in. comnimtorg logic,
Dialectica 23, 83-92.

279

Fortune S, Leivent D., 0'Donnel M. (1983) The expressivenessl of simple
and second order type structures, J. ACM 30, 151-185.

Bandy R. (1980 1) An early proof of normalization by AM. Turing, in To
HBCurry: essays on combinetory logic, lambda-calculus and
formalism, J. Seldin and R. Hindley eds., Academic Press, 453-455.

Gandy (1980 I1) Proofs of strong normalization, in To H.B.Curry: essays
on combinatory logic, lambda-calculus and formalism, J. Seldin and R.
Hindley eds., Academic Press, 457-477.

Girard JY. (1972) Interpretation functionelle et elimination. des
coupures dans l'aritmetique d'ordre superieur, These d'Etat, Paris
Vil

Girard JY. (1973} Quelque resultats sur les interpretations
fonctionelles, Cambridge summer scool in mathematical logic
Lecture Notes in Mathematics 337, Sringer-Verlag.

¥

Girerd J¥. (1985) The system F of variable types fifteen gmrs later,

rapporto interno, Universita' Paris VIl.

Godel K. (1958) Uber eine bisher noch benutzte erwemterung des finiten
gtandpunktes, Diaslectics 12, 280-287.

Gordon M., Milner R., Wadsworth C. {1979) Edinburgh LCF, Lecture Notes
in Computer Science 78, Springer-Verlag. '

Henderson P. (1960} Functional: programming, Prentice-Hall.

Hindley R. {1969) The principal type-scheme of an object in combinatory
logic, Trans. Amer. Math. Soc. 146, 29-40. -

Hindley R. {1983) The completeness theorem for typing lambda-terms,
Theor. Comput. Sci. 22, 1-18.

Hindley R. {1984) Coppo- Dezani types donot correspond w propositmnal
logic, Theor. Comput. Sci. 28, 235-236.

Hindley R., Seldin J. {1986) Introduction to combinators and A-calculus,
Cambridge University Press.

Howard W. (1980} The formulas-as- types notion of constructwn inTo
‘HB.Curry: essays on combinatory logic, lambda-calculus and
formalism, J. Seldin and R. Hindley eds., Academic Press, 479-490.

Kreisel G. (1959) Interpretation of. analysis by means of constructive
functionals of Tinite types, in "Constructivity of mathematics™ , A.
Heyting ed., North-Helland, 101-128.



280

Landin P. (1965) A corresponderice between ALGOL-60 and Church's
lambda notation, Comm. ACM 8, 89-101 e 158-165.

Leivant D. {1983a) Polymorphic type inference, in Proc. of the 10th ACM
Symp. on-principles of programming languages, 86-98.

Leivant D. (1983b) Reasoningabout functional programs and complexity
classes associted with type disciplines, in Proc. of the 24th Symp.
on Foundation of computer science. 460-469. \

Liskov B. Snyder A., Atkinson R., Schaffert C. {1977) Abstraction
mechanisms in CLU, Comm. ACM 20, 564-576.

tacQueen, Plotkin, Sethi (198-) An ideal model for recursive
polymorphic types, di prossima pubblicazione su Information e
Control. ,

Martin-Lof P. {1975} An intuitionistic theory of types: predicative part,
in Logic colloquium ‘83, North-Holland, 73-118.

McCracken N. (1979) An investigation of a programming language witha
polymorphic type structure, tesi, University of Syracuse (US.A).
McCracken N. (1982) A finitary retract model for the polymorphic

lambda-calculus, rapporto interno, University of Syracuse.

Milner R. (1978) A theory of type polymorphism in progrsmming, J
Comput. System Sci. 17, 348-375.

Mulmuley K. (198-) Fully abstract submodels ot typed A-calculi, di
prossima pubblicazione su JC.SS.

Plotkin G. (1977) LCF considered as a programming language Theor.
Comput. Sci. 5, 223-257.

Plotkin G. (1978) The category of complete partial orders: a tool for
meking mesnings, dispense per la Scuola estiva di informetica
teorica, Pisa, Dipartimento di informatica.

Prawitz D. (1965) Natural deduction, Almqvist and Wiksell, Stockholm.

Reynolds J. {1974) Toward a theory of type structure, in proc. of Coll.
sur la ‘programmation, Lecture Notes in Computer Science 19,
Springer-Yerlag, 408-425.

Reynolds J. (1984) Polymorphism is not set-theoretic, in Proc of
Semantics of Data Types, Lecture Notes in Computer Science 173,
145-136.

Ronchi della Rocca S., Venneri B. (1984) Prlnmpal type schemes for an

e

281

extended type theory, Theor. Comput. Sci. 28, 151-171.

Schutte K. (1977) Proof thoerg, Springer-Vveriag.

Schwichtenberg H. (1976) Definierbare funktionen im A-kalkul mit
typen, Archiv Math. Logik 17, 113-114.

Scott D. {(1972) Continuous Lattices, Lecture Notes in Mathematics 274,
Springer-Yerilag, 97-136.

Scott D. (1976) Data types as lattices, SIAM J. Computing 5, 522-587.

Spector C. (1962) Provably recursive functionals of analysis, in
Recursive function theory, Proc. Symposia Pure Maths. 5, Amer. Math.
Soc., 1-28.

Statmen R. (1979) The typed A-calculus is not elementary recursive,
Theor. Comput. Sci. 9, 73-82.

Statman R.  (1981) Number theoretic functions computable by
polymorphic programs, in Proc. of the 22th IEEE Symp. on Found. of
Comput. Sci., 279-283.

Tait W. (1967) Intensional lnterpretatwn of functwmls of finite type, J.
Symbolic Logic 32, 196-212.

Troeistra A. (1973) Mathematical investigations of intuitionistic
arithmetic and anslysis, Lecture Notes in Mathemstics 344,
Springer-VYerlag.

¥ulf W., London R, Shaw M. (1976} An introduction to the construction
and verificarion of ALPHARD programs, |EEE Trans. Softw. Eng. SE-2,
253-264.



