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UN SISTEMA DI ASSEGNAZIONE DI TIPI PARZIALI -

M. DEZANI - CIANCAGLINI, B. VENNERI
Dipartimento di Informatica, Universita di Torino

Introduzione.

Scopo di questo lavoro e' presentare un sistema di assegnazione di
Lipf parziali  a termini del A-calcolo puro, seguendo la nozione di tipo
parziale introdotta con motivazioni semantiche in [Cartwright '84].
i1 modo piu' naturale di definire la semantica di tipi e termini del
A-calcolo e' quello di interpretarli in un dominio D in modo che
T'interpretazione di un termine sia contenuta nell'interpretazione di ogni
tipo assegnabile a quel termine. Ma Vinterpretazione di tipi come
insiemi qualsiasi di D presente elcune difficolta’ per i tipi polimorfi,
poiche’ si possono dedurre tipi (costruiti con il quantificatore ¥) la cui
interpretazione in ogni modello risulta essere 1'insieme vuoto. Ls
soluzione proposta in [MacQueen,Plotkin e Sethi ‘84] e' quella di
interpretare i tipi come sge// , ossia  insiemi chiusi per
approssimazioni e limiti di catene crescenti. |
Tuttavia anche 1a teoria degli ideali non e’ del tutto soddisfacente quando
si considerano tipi definiti ricorsivhmente, perche’ manca un
meccanismo generale di risoluzione delle equazioni di tipe ricorsive. Le
proposta di Cartwright, cioe’ I'interpretazione dei tipi come Znfervally,
non solo risolve i problemi suddetti ma, soprattutto, introduce un nuovo
modo di intendere un tipo non piu' come un insieme di valori ma come un
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insieme (intervallo) di insiemi di valori. In conseguenza, la nozione di
appartenenza & un tipo assume un duplice significato: un valore
apportiene necessarismente o possibilmente all'intervallo A a seconda
che si sia provela la sua appartenenza, rispettivamenie, a fff/ o0 a
qeaafche insieme di A. Si introduce cosi' 1a possibilita’ di coratterizzare
un termine mediante un tipo anche in modo parziale, quindi in generale
una tipizzazione piu’ fine. Cartwright [Cartwright '84] considera che gli
insiemi di velori siano ideali ed ottiene, quindi, un insieme di intervalli
che include quello degli ideali.

in questo lavoro gii autori presentano un sistems di regole di
assegnazione di tipi parziali, di cui hanno dimostrato la corveifezzzela
completezzg rispetto ad una semantica degli intervalli che e’ uma
generalizzazione di quella di Cartwright.

Regole di assegnazione di tipi.

| tipi sono costruiti, come e' usuale, usando il connettivo - e gl
operatori ¥ , Ji . Se v, ¢.. sono variabili di tipo e ¢.6,7.. denotano tipi,
la grammatica che definisce i tipi e’

T=gl 6Tl Y8l pos .
Un tipo e’ chiuso se non contiene variabili libere di tipo.
Un*asserzione di tipo e' un'espressione della forma M6, di cui M e’ il
soggett‘o, 8 ' il predicato e Edendta il predicato modale {(scriveremo
anche ¥ per denbtare il predicato ! se ¥=? e viceversa).
Scriviamo M6 e ?M:s per intendere, rispettivamEnte, che il termine
M ha ‘ﬂeceswrkamme‘ﬂ tipo 6 e che M ha possidiimente il tipo 6.
Una ALsse B &' un insieme , eventualmente vuoto, di asserzioni i cui
soggetti sono variabili e tale che ci sia una sola asserzione per ogni
soggetto. '
Le regole di assegnazione di tipi sono definite in uno stile di deduzione
naturale e consentono di inferire sequenti della forma BIEM:6 :

{Ax) Bl-—f’x:s se ¥x6 €B
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BriM¢ Bi-7M:8 e chiuso -
(17 -—--—-—-- (721
B-?M:6 BHIM:s

BU{tx:6} - EM:T
(1) ( B non contiene asserzioni su x)
Bl E AxME-T

(-E) -
Bi-§ MN:T
B-tMs
(¥} ——-——-—--- (y non occorre libera in alcun predicato di B i1 cui
B-EM: M6 soggetto e’ una variabile libera in M)
BrgMslt/y]l per ogni T chiuso
(¥lcr) ‘
Bl tM:¥ys6
Bl-tM:¥y.6 - BIM:¥y.6
G (VEcr) - (T e’ chiuso )
B7Mslt/yl BHIM:elt/y)
B-EM:6[jp.6 /¢l BHEM:pp6
(v {pE) ----
BHEM:pyp.6 | BHEM:s[j1y.6/]
BtHMs6 r1=ﬂ N
(EQ)

BI-EN:6

Le regola (I=>7?) esprime il fatto che le asserzioni necessarie includono
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quelle possibili, come in logica modsle. Le regole (=1) e {(-E)
corrispondono alle regole di introduzione e di eliminazione
dell'implicazione adeguate per la semantica a 3 valori nel caso
deterministico (modelli a 3 velori in [Girard '76]). La regola (VE),
invece, tratta diversamente le asserzioni possibili da quelle necessarie,
11 che non avviene nei modelli a 3 valori. Questa scelta, che ¢’ stata fatta
per definire regole corrette rispetto alla semantica degli intervalli,
costituisce un indebolimento del sistema che e' perzialmente
compensato dalla regola (¥Ecr). Le regole (?=1) e (¥lcr) sono
giustificate dalls interpretazione del quantificatore universale nella
semantica degli intervalli. Le regole (i) e (jE) sono usali e la regola
{EQ) e’ introdotta solo per ottenere il teorema di completezza.

semantica.
Dato un A-modello < D,-,e> diciamo che un sottoinsieme Z di D e’ un
insieme-zero se per ogni z€Z, deD anche z-deZ.
Un Zntervafio XYl suD, dove ZgXcYcD, e’ definito come ‘
IX,¥l = {UcD] XcUcY} (si noti che questa definizione comprende
quella di Cartwright come caso particolare).
Interpretiamo i tipi nell'insieme Typep degli intervalli su D: uma

interpretazione dei tipi e’ una funzione VTipi —»Tgpen tale che

i) g ~1) = V(6)-1{7)
1V(ve6)=N Vslt/y))
T chiuso

iV y.6)= Wslpp.6/9] )
dove - e N fra intervalli sono.definiti da

Y-V TI=ly-v,X-TI e IXYINIV,TI= XNV, ¥NTI .
Conveniamo che, se 1X6)=IX,¥l, allora We)=x e V7(6)=Y.
La nozione di soddisfacibilita’ semantica (i) e' definita in modo ovvio.
BiEM:8 sse, per ogni A-modelloMe per ognigeV:
lxlﬂ'pevf'('l:) per ogni ¥'x:teB = IMI"'?evE(s) .
Gli autori hanno provato che le regole di assegnazione di tipi sopra
definite sono sementicamente correffe e completg ossia che
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Ls dimostrazione della correttezza e' per induzione sulla dimostrazione,
mentre la prova della completezza usa i1 “term-model” dell'uguaglianza p.
inoltre si dimostra che, se D o' un c.p.o. algebrico, anche Typep @' un
c.p.oalgebrico e che tutti i costruttori di tipo sono funzioni continue e
preserveno gli elementi totali (ossia gli intervalli che contengono un
solo insieme).

Per tutte le dimostrazioni citate gli autori rimandanc ad un loro lavoro
di prossima pubblicazione.
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