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I MODELLI TOPOLOGICI NON SONO COMPLETI
PER IL A-CALCOLO

F. HONSELL, S. RONCHI DELLA ROCCA
Dipartimento di Informatica, Universita di Torino

Un madelle topolagicadel A-calcolo e’ un oggetto riflessivo nella
cetegorias cortesians chiuss i cui oggetti sono c.p.o. (ordini psrziali
completi) e i cui morfismi sono le funzioni continue secondo Scotti. Un
cp.o. D e riflessivo se [D-D] (il c.p.o. di tutte le funzioni continue de D
in D) e un retratto di D, cioe’ se esistono due funzioni continue
F:D-[D—D] e G:ID—-D]-D tsali che FoG e’ I'identita’ in [D-D].

Ad ogni modello  topologico D e assocists uns 7uncione oF
interpretazione I BA-Env-D, dove A e linsieme dei A-termini e
Env=Yar-D, dove Var e l'insieme delle verisbiliSia teknv; [ 1 ¢
definita per induzione sui A-termini nel modo seguente:

IXlE=E(X)

IX¥Re=(IX)-(I¥D)

[AX.K]E=G(.KU§D.IXIE[x;d])

dove, se d,d’eD, d-d'=F{d)d’ e ¥[x/d}(y)=se y=x allors d sltrimenti ¥(y).

‘Una ‘A- legrize’ une relazione di congruenzs sui A-termini, chiuse
rispetto slla « e p-conversione. Ogni modello M del A-calcolo induce
naturaimente una A-teoria, tramite la sus funzione di interpretazione.
Piu’ precisemente, se [ § e 1a funzione di interpretszione in M, 1a
teoris indotts da M e’ T(H}={X=YI¥E.IXIE=IYIE}.

E' naturale chiedersi se 18 classe dei A-modelli e’ completa per il
x-coelcolo, cioe® se, data una X-teoria T, esiste sempre un A-modello M
tele che T(M)=T. Per quanto riguards 1s classe dei modelli topologici (s
cui per altro appartengono tutti i modelli noti del A-calcolo) 18 risposta
o tele domonda e’ negativa; dimostreremo questo fatto mediente la
costruzione di una A-teoris che non puo’ essere indotte d8 nessun
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nessun modello topologico. Consideriamo la seguente A-teoria:
T={X=YI¥CI ].l.‘.[xl—»px'eho e Cl?]—vpv'eho}

dove C[ ] denoto un contesto, =g dencta una sequenze {possibilmente
vuota) di g-riduzioni, e Agq denota T'insieme dei termini chiusi, cioe’

senza occorrenze di veriabili libere. E' facilmente controllabilecheT ¢
effettivemente uns A-teoris. Sisno X e Zi seguenti A-termini:

X=Axz. AA(x(AAZIAA(X(AAYAAZ))

Z=axz.AA((AAZY(AAZ))

dove A=AX.XX. ’

Dimostreremo che TX=Z, mentre non esiste un modello topologico D
tale che T(D)CT e DEX=Z. Per dimostrere Ti¥=Z, useremo slcune
propriets’ del modelio P,definitc come segue:

Definizione. P~[P—P] e’ il modello topologico ottenuto come limite
inverso dells 'torre':<Pn,<in,jn>> {notazione P=]‘i‘§: Pn), dove P0= ]

T
’

Pp+1=IPp-Ppl, € T funzioni i, Po—P. ¢ € J,:Py.—P, (n20) sono cosi
definite:

ig=Ax.ge =T, allors Az.z sltrimenti Az 1, jo=Axx({L1g),

ins=ARigeRejp ,ins1=AR.Jpokeiy.

I lP ¢’ 18 funzione di interpretszione di P.

Ricordiomo che l'insieme degli oggetti di P e’ {<x>Ix,€Pp, € xp=j {xp.p)

(n20)}, e Yordine parzisle in P e Vordine parziale componente per
componente. Questo modello e’ steto proposto da Perk [2].

Definizione. Linsieme A(X) degli agmrossimantidi un termine X e cosi

definito:

A(XHAIX—»FX' e A e ottenuto de X' rimpiazzando ogni sottotermine di X’
della forma (Ax.P)Q con &(Ax.P)Q}.

Gli approssimanti sono quindi fqrme normasli di un linguaggio A che e

un A-calcolo esteso con Vaggiunta della costente & Doto un

modello D=1i__r)n Dn, la funzione di interpretazione di D si estende
n

facilmente 8 termini di A* ponendo ¥E.l§lt=(l}‘x.xlf)', dove d! denots
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la proiezione su Dy di deD.

Teoremeo di Approssimazione. Sio D=11_r}| D, e sie { 118 funzione di
: n
interpretazione in D. lxlf=sup{lAlEIAeA(X)}.

‘ _ O
- Utilizzendo il Teorems di Approssimazione, si dimostra 1o seguente :

jeta’ - P i5IP
Proprieta’. x-»Fx eAg > ¥Elxl 1T iz] ¥

O
Teorems 1. THX=2.
Dimostrozione. Poiche’ sis X che Z appartengono a A, dimostrare che
TI-X=Z equivele s dimostrore che, per ogni termine Q, QK—»PX'GAO see
solo se QZ—»E‘Z‘GAO. Ma, per 18 Proprieta’, QX-»pX‘er implice
IQXIPEEIQI ¥ e, di conseguenza, implice T'esistenza di Q'eA{Q) tsle che
IQ'XIPEEIQIPE, per il Teorems di Approssimezione. Quindi si possono
considerore approssimanti invece di termini, e il teoremo puo’ essere
dimostrste facilmente per induzione sulle strutture degli
approssimenti, che sono forme normali.
- a
Teorema 2. Sia D un modello topelogice . Se T(D)CT, allora T(D)¢T.
Dimostrazione. Sis [ ] 1a funzione di interpretazione in D. Assumiamo
T(D)-T. Questo implica:
) [aaldaAab=1AaAL
ii) vdeDIAA[AA)d)=IAA]d. '
iii) [AAJzIAx.AAL, cioe’ [AA] non puo” essere una funzione costante.
Sono possibili due casi:
1) veeDIAAleclAAl Questo implice [AAJGIAXAALl e quindi
[aA) LgIAAL (L denota Telemento minime di D). Consideriemo le
funzione:
1(z)=se z¢lAaAl-1 sllors Ax[AAl eltrimenti [AAL
£ facile verificare che f e continue, e quindi feD. 5i he:
{Ix)-f)- L=[AA], mentre (IZ)-1)- 1=[1AA)- 1, contro I'ipotesi che T(D)-T.
2) JeeDfAA)-ofIAAL Questo implice [AAL-LglAA]-e.
Consideriomo 1o funzione:
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f(z)=se z¢glaal allora [AA] sltrimenti 1.
f e’ continua e quindi TeD. Si ha:
(IX)-f)-a=[AAL L, mentre (IZ)-f)-a=[AA)-8, contro 'ipotesi che T{D)-T, e
quindi il teorems e’ dimostrasto.
0
Dsi teoremi 1 e 2 otteniamo i1 seguente:

Corollaris.| modelli topologici non sono completi per i1 A-calcolo.
a
Questo risultato e’ parte del contenuto dell'articolo [1].
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