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UN APPROCCIO CATEGORIALE ALLA LOGICA PREDICATIVA MODALE E
LINEARE DISTRIBUTIVA

S. GHILARDI - G.C. MELONI
Universita di Milano ’

§1_ Sia X un pretrascio di ingiemi definito su una catego-
ria piccola C¢ dato un attridbuto A, ossia assegnato un
sottoinsieme &, €i X, per ogni oggettoa di C, risults na-.
turale considerare il sottoprefascio QA generato da A e il
ma.ssimo sottoprefascio gA contenuto in A, Tali operatori
unari possono essere visti come operatori modali temporali

in qusnto soddisfsno la regola:l
SAFB sse AL QB

che caratterizza il sistema K'h' (Poiché C & una categoria

 valgono per entrambi snche gli assiomi modali 4i S4).

entre perd O commuta con le dimmagini inverse lungo tra—
aformazioni naturali (ciod dal punto di vista logico con

le sostituzioni), per & vale soltanto la legges
(50) OfAH£°GA .

Risulta quindi chiara l'inadeguatezza dei linguaggi logici
tradizionali, troppo legati in questo senso al linguaggio
ordinario, a trattare situazioni di questo tipos poiché la
sostituzione di una variabile con un termine & direttamen-
te eseguita sulle formule atomiche, si assume inmplicitamen-—
te che essa commuti con tutti i connettivi e con i quanti-

ficatori, Tale implicita assunzione nella logica classica
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e intuizionista ha come unica conseguanze. l'esclusione
del dominio vuoto, mentre nella logica modale ha effetti
molto pili pesanti; & infatti facile dimostrare, utiliz-
zgndo la semantica dei prefasci oppure un calcolo logico
4i tipo categoriale che espliciti le sostituzioni, che:
a) la formula Barcan VEQ A+ DVEA equivale alla commuta-—
tivitd fra & e le proiezionij
b) la necessitd dellv'identitd x1=x2}-D (x1=x2) (dove O
b definito al solito come-1{= ) equivale alla commutati-
vitd fra & e le diagonalis-

La situazione dei prefésci pud esseré generaliszzats fino
s) punto di richiedere che per ogni frcccia iinC, Xi
sia una relazione anzich® una funzione, Si ottiene cosi
la seguente tavola di corrispondenza fra prineipi logici

e condizioni semantiches

Assiomi eguivalenti Condizioni semantiche
‘ corrispondenti
0) logica classica (con e- le transizioni sono re—
splicitazione delle sosti- lazioni arbitrarie
tuzioni)+Kt+S4+(SC)
1) x =x b O(x, =x_) le transizioni sono
L 12 funzioni parziali
x1;!x2I-.D(x1¥X2) ) :

Q (xi#ké)k-x1¢k2
Q (X1=X2) k- X1=X

AQAFQA A ¢
TAA-AQA

‘2) OIEarIxoA , le transizioni sono re-
VE D A -V 4 lazioni totalmente defi-
I QA -OEs nite

OVE AFYEGA
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| OB OB,
O/Bl.+|oB|,

1)+2) : prefasci

3) gli assiomi duali le transizioni sono rela—
ait) zioni la cui conversa & u-
na funzione parziale

4? gli assiomi duali le transizioni sono rela-
ai 2) zioni la cui conversa & to-
talmente definita

1)42)+3) prefasci con transizioni
injettive

1)+2)+4) prefasci con transizioni
suriettive

1)+2)+3)+4) prefasci con transizioni

bijettive

(Con [-L:e con A si sono indicate rispettivamente le im-
magini inverse (sostituzioni) lungo proiezioni e diagona-
1i,)

Osservazionis

1) Per ognuno di questi casi si dispone di un teorems di
completezzat per maggiori dettagli si veda S.Ghilardi-Q.
Celieloni "Hodal and tense predicate logic: presheaf mo-
dels and categorical conceptualization" in corso di
stamps nei "Proceedings of the summer meeting on catego-
ry theory and its applications, Louvain-la-neuve 879

La dimostrazione richiede una tecnies alternativa allas
tecnica Henkin: quest'ultima & inadeguata perchd vi sono
formule non valide semanticamente e provabili in ogni

teoria Henkin,
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'2) La semantica illustrata permctte le seguenti genera—
lizzazioni cen semplici medifiche:

2.1) per trattare teerie nen di tipe 34 basta rimpiazza-
re C con un grafe; i risultati illustrati valgene anche
qualera fra due mendi accessibili si richieda la presen-—
za di al pilt un cellegamente (cosl ci si riconduce agli
usuali medelli della semantica kripkiana);

2.2) 1 termini nen rigidi pessene essere trattati lascian-
do cadere per essi anche la condizione (SC);

2.3) i termini parzialmente denotanti posseno essere
trattati passande a linguaggi a pil serte, ceme frecce
definite su sotteggetti (per esempio dell'eggetto termi-

nale per le cestanti).

3) 8i esserva una situaziene analega anche per la logica
"ceintuizionista", munita cied di un operatore di dif-
ferenza; la cemmutativitd di tale eperatore con le sosti-
tuziomiiequivale alla forms generalizzata dell'assioma d4i

Grzegorczyk dei domini costanti:\/f(f'AvB?*é(AvbéB).

52_ Tn S.6hilardi-G.C.Xeloni "Semantic snalysis of firat
order distributive linear legie" (in corse di stampa sul=-
lo gtesse volume citato sopra) viene introdetta una "leo-
gica tenseriale” che ha la peossibilitd di definire al suo
interne e in. pih modi gli operatori modali e temporali di
cui al paragrafo precedente, Tale logica, in cui sono in-
terpretabili i cennettivi della logica lineare di Girard,
ha ceme scepe di trattare unitamente alla logica classi-
ca operateri per cui non valgeno le regele strutturali,
Essa ha come primitivi una famiglial@} . di comettivi

n
n-ari insieme con i loro agziunti destrl{—é é—},ossla val-
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gono le seguenti regole:
' A ®160®A.®-. -@A !h_ B
1 i n sse
L N ] > —‘> 3 o0 L]
Aif— (A1 A1-1 BG11+1 %;j
L'asseciativitd viene indebelita in mode naturale nella

seguente condizione di “eliminazione delie parentesi's

(A11®°..®A1k )®...®(A ®...®A )P-A 1©eesBA .
n
(E' possibile con51derare estensioni in cui vale anche 1a

conversa, ossia la legge di introduzione delle parentesi,)
4nalogamente il tensore unario non ® 1'identitd, ma un o-
beratore modale di possibilitd riflessive (e tra-.sitive
in forza della cendizions precedente), Per le sostituzio-—
ni si introduce l'assioma di semicommﬁtativité:
£'A,0...0"8 - £ (4 ©eee® )

La semantlca & 1nd1v1duata nel modo seguente: si fissa u~
na multicategoria ¥ e si considerano i multifunteri da ¥
in Rel, dove Rel & la multicategoria degli insiemi ®» del-
le relazioni. Reln t a sua volta unsa categoria (con limi-
ti sinistri) se si prendono come frecce f: I—>Y 1le fé—
iglie di funzioni insiemistiche { : XY

S‘o{EO'ba(lﬁ) ta-
1i che per ogni multifreccia di K 1.& ...d —> 8

(a,.n,a,awx ;76;(a),n., (a) f(a))éY.
3i 1nterpretano guindi i tipi del llnggagglo come oggetti
2i Rel s 1 termini come frecce di Rel e le formule come
cbtributi, nel senso del paragrafo brecedente, Le opera—
zioni semantiche corrispendenti a{@?na e %—926—} sono da-~

te dalle definizioni seguenti:
(A1®"’®An)°< = {al esistone it « oo el —0, Bypeeeri

]
tali che(a, yueeyd padek; o @ €(4 )y, (1sk<n)} ;5 -

(A1"'Ai 1~9B<-Ai+1...Anl¥ = ‘{a! per ogni 3 d1...
...q1_1ua1+1.o.un__ﬁ$, per ogni a1,...,ai_1,ai+1,..ean,b,
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se <a1,...,ai_1,a,ai+i,...,an,b>exj e a1e(A1 )y, reeesdy €
e(Ai—1l&q_’ai+1é (&i+Tl%+;”ah§(An%%L’ allera béB@}3

Il teorema di completezza si dimostra riducendo il proble~
ma al caso proposizionale mediante l'uso dei tipi (nel
gsenso della teoria dei modelli),

Per maggiori dettagli si rinvia agli articoli citati.




