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0. Introduzione

La nozione di veritd classica ha come controparte
intuizionista una nozione di provabilitd informale.
Questa fonda 11 significato intuizionistico delle co-
stantl logiche come quelle ne fonda il significato
classico.

Con riferimento ad un linguaggio del 1° ordine, il
significato claséico delle costanti logiche & espresso
dalle clausole tarskiane che determineno le condizioni
di veritd di un enunciato complesso in funzione di quel-~
le degli enumciati componenti, Parimenti, il significa-
to intuizionistico delle costanti logiche & espresso
dalle clausocle di Heyting che determinano le condizio-~
ni di provabilitd (informale) di un enunciato comples-

so in funzione di quelle degli enunciati componenti.
I1 predicato 4i provabilitd informale intuizionista
T, che nel seguito chiameremo predicato di veritd in-
tuizionista,presenta problemi del tutto analoghi a
quello di veritd classica.
| In particolare, anche intuizionisticamente sembra
attendibile il bicondizionale tarskiano Y T, espri-
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mente che una prova delle provabilitid di ¢ equivale
ad una prova di @- Ne viene, anche intuizionistica-
mente, l'inesprimibilitd d4i T nel linguaggio oggetto
(di una teoria abbastanza potente), essendo enumciati
del tipo

(1) X==1%"
incompatibili col bicondizionale tarskiano.

X non ¢ altro che l'enunciato del mentitore, intui-
sionisticamente inteso come un enunciato la cui prova-
bilitd equivale e&lla provabilitd della sua improvabili-
ta,

La nozione di fondatezza semantica, introdotta da
Kripke nel suo saggio sulla Veritd del 1975, costitui~
sce, & nostro avviso, wno degli approcei pid illumi-
nantl allo studio deil paradossi semantici, v

Intuitivamente, un enunciato ¢ & fondato se le sue
condizioni 4l veritd sono ben definite =a partire da
quelle degli enunciati di base (ciod atomici e privi
di T), in virtd delle clausole tarskiasne relative ai
connettivi e quantificatori e di un'ulteriore clausols
relativa a T. Quest'ultime, suggerita dal bicondiziona~-
le tarskisno, definisce le condizioni di veritd di Tﬁf
identificandole con quelle, supposte gilda definite, di
‘f Enunciati quali il mentitore Xrisulta.no allora in-
fondati, essendo le condizioni di veritd di X, definite
in termini di quelle di T*)® e queste, & loro volts,
in termini @i quelle di X

La fondatezze semantica spiege cosl le ragioni del-
1l'inesprimibilitd di T e permette inoltre di isolare
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in modo naturale una classe di enunciati, quelli fonda-
ti, ristretté ai quali il predicato di veritd risulta
definibile nel linguaggio oggetto.

Nell'originale di Kripke, come anche nellas lettera-
tura successiva, la fondatezza semantica & trattata
soltanto in ambito classico. Riteniamo peraltro che
essa posse essere di notevole interesse anche dal pun-
to di vista intuizionista. L'analogia sopra notata tra
il predicato di veritd classico e quello intuizionista
suggerisce infatti una seluzione del mentitore intui~
zionista in termini di definitezza delle condizioni di
provabilitd e la conseguente esprimibilitd del predica-
to di veritd intuizionista ristretto agli enunciati
fondati, cio® a quelli le cui condizioni di provebili-
td sono ben definite. ‘

Nel seguito schizzeremo une trattazione della fonda-
tezza gemantica simultaneamente elassica ed intuizioni-~
sta, nel senso seguente.

Ci riferiremo ad un modello di base M, di una teoria
Zb relativa ad un linguaggio del 1° ordine L,, in ecui
tutti i connettivi e quantificatori sono assunti come
primitivi. Supporremo I, dotato di costanti individuali
ver tuitti gli elementi del dominio D di M ., Posto L =
=LOU{T3, eon T nuove predicato unario, supporremo che

©o sia in grado di esprimere la sintassi di L. Estende-

remo M, ad wna struttura M relativa ad L,in cui T sard
interpretato come predicato di veritd fondata. Infine

aggiungeremo a ta un'assiomatizzazione per T, ottenen-
do cosl una teoria { , conservative su Z;, di eui M sa~
ra2 il "modello inteso". ' -
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Ebbene, M e 'l saranno classici o intuizionisti se-
condoché tali siano M, e 7, e secondoché classicamente
o intuizionisticamente sia inteso il metalinguaggio.

Classicamente, il nostro predicato di wveritd fondata
risulterd equivalente a gquello di Kripke, relativo allo
schema di valutazione debole di Kleene,

1. Costruzione del modello M
Relativamente al modello M , definiamo induttivamen-
te gli enunciati fondatl di L e le reletive condizioni
di veritd (da intendersi, nel caso intuizionista, come
condizioni di provabilitda).
1.1 (1) Se ¢ & un enunciato atomico di L,, y & fonda-

to. @ vero se Ny,

(ii) Se e y sono fondati e o 2 un connettivo bi-
nario, tale & oy . Le condizionl di verita
di foy si definiscono nel modo usuale in fun-

zione di quelle di ‘f evy.
(Consideriamo qui conglobata anche la negazione,
ponendo ~¢ i=yad).

(1ii) Se o.f(x) ¢ una formula con la sola variabi-
le libera x e, per ogni deD, cf(d) ¢ fondato,
allora tali sono anche V¥V x (x) e Ix ¢(x).
Vx '.r(x) [31 \e(x)] ¢ vero se, per ogni [per
qua.lche] deD, \p(a) & vero.

(iv) Se ¥ & fondato, tale & anche T"vf‘. Questo &
vero ase .f & vero.

Estendiamo ora M, al modello M di L ottenuto inters
pretando gli enunciati atomici del tipo T"Y” come segue:
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1.2 Mi=PRe™ se P ¢ fondato e, in caso affermativo, se
& vero (brevemente, se ¢ & fondatamente vero).

Le seguenti proposizioni sono di immediata verifica:
1.3 Per ogni enunciate vfdi Los Mg-wfg) M=w

1.4 y & fondato se, e solo se, M TTQ—>¢ .

1_.5 Se ¥ ¢ fondato, ME ‘fe!l‘"\f"‘ .

Giova osservare come il modello M risolva anche il
cosiddetto paradosso del mentitore rafforzato. Precisa-

mente, l'idea della fondatezza costituisce wna motiva-
zione per una semantica con lacune: certi enunciati,
tra cuil il mentitore, sono privi di condizioni d4i veri-
t4 e pertanto sono da ritenersi né veri né falsi.

Le semantiche con lacune sono perd soggette alla se-
guente obiezione: se 1l mentitore X=-tT"x“ non & né
vero né falso, esao &, in particolare, non vero, quindi
2Ty & vero, cioé xé vero.

Il modello M permette d4i conciliare entrambe le in-
tuizioni, contro e a favore della veritd di X distin-
guendo due predicati di verita. X, in quanto infondato,
non & vero rispetto al predicato T; ma, proprio perché
infondato, Me-T )" e quindi ME Y , ciod X, & vero ri-
spetto al predicato metalinguistico di veritd in M. Ri-
spetto a queato, iutti gli enunciati di I hanno condi-
zioni di veritd ben definite., lLa definizione d1 queste
& infatti posteriore alla definizione induttiva degli
enunciati fondati e delle relative condizioni di veritd.
4 tale stadio sono dunque certamente lecite (cio2 non
circolari) definizioni che presuppongeno quelle nozioni.
E' pertanto legittima la definizione del modello M, do-
ve la clausola cruciale 1.2 definisce nuove condlizioni
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- di veritd presupponendo quelle della definizione 1.1.

- In termini d4i condizioni di veritia, la 1.2 pud essere
pill esplicitamente cosl riformulata:

1.6 TTY" 2 vero' se ¥ & fondatemente vero.

Questa, unitamente all'altra clausola iniziale che iden-
tifiea vero' con vero per gli enunciati atomieci di L ,
definisce (in virtd delle solite clausole suli connetti~
vi e quantificatori) il predicato metalinguistico vero!'
su tutti gli enunciati 4i L. 1.5 dice allora che T &

la restrizione di yero! agli enuncieti fondati.

2. Assiomatizzazione di T
In accordo con 1.4, esprimeremo in I il predicato G
di fondatezza semantica ponendo G ¢ := TTip->¢7,
Il modello M suggerisce per T la seguente assioma-
tizzazione: ‘ |
2.1 (a) Gy, per ogni formula atomica ¢ a1 L.
() G Npoyler GTE A G7y? ,per ogni connettivoo .
(e¢) 6 TQx \rx"(.-)Vx Gf)\x » Per ogni quantificatore Q,
dove \'fx ¢ 11 termine tale che, per ogni deD,
¢d=pad".
(@) e¢er Gren .
(e) T ">G6%¢™ .,
(1) 6'¢ar (e ?¥) .

Chiameremo Z la teoria ‘ottenuta da’Zo con l'aggiunta
degli assiomi 2.1.
2.2 Teorema Z & conservativa su Zo .

Classicamente il teorems segue subito dalltestendibi-
1litd (4i cui alla sezione precedente) di ogni modello
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di [,ad un modello di 'l e dal teorema di completezza
semantica. Intuizionisticamente la dimostrazione & pid
complicata, non valendo in generale la completezza se-
mantica. Pud comunque ottenersi (come mostreremo altro-
ve) facendo uso dei modelli di Beth gezieralizzati.
Mediante i modelli 4i Beth & amche possibile tratta-
re la fondatezza semantica intuizioniste in una metate-

oria clasgsica.

3. L'operatore intensionale di Aczel-Feferman

Fel 1980 Aczel e Feferman hanno proposto una teoria
intensionale degli insiemi per cui wvale il primcipio
dl comprensione nella forma
3.1 y e{x[\fx‘sgg?y ,
dove = & un certo operatore di "egquivalenza intensiona-
le" , introdotto ed assiomatizzato dagli autori. Questi
propongono di leggere Yz come "sfe “l" sono equivalenti
in conseguenza di date definizioni di base" ( v. anche
Feferman 1984).

L'operatore = & interpretabile, mediante il nostro
predicato T di veritd fondata, come segue:

Yy :=( o6y ) A (P (pery)).
sia S(x,y) il termine tale che, se d&D, u & una varia-
bile e \p una formula, risulti s(4, ¢u ,\f(u))’) =r?(~d)".
Poniamo {x l«fx} =="<x,?x>", xe ys= T(S(x,¥y)).

Con queste definizioni wvale 3,1, Valgono inoltre,
nél caso classico, tutti gli assiomi di Aczel-Feferman,
nella variante di Aczel. ‘ )

Si ottiene cosl una versione della teoria di Aczel-
Feferman valida anche intuizionisticamente. '
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Inoltre, la nostra interpretazione fornisce, tanto
classicamente che intuiziohistieamente, una precisazio-
ne del significato informale dell'operatore = , espli-
citando 1l'idea, soltanto vegamente suggerita da Aczel
e Feferman, di equivelenza definizionale .

Infatti, atteso il significato,illustrato sopra, del-
la fondatezza semantice in termini di condizioni 4i ve-
ritd, la nostra definizione di«fzy pud cosl essere let-
tas le clausole 1.1 definiscono condizioni di verita
per\f se, e solo se, definiscono condizioni di verita
per\r €, in caso affermativo, Y e\Y sono logicamente
equivalenti.
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