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METODI ALGEBRICI IN LOGICA MODALE

Fabio Bellissima-Siena

duesta nota costituisce una rassegna di risultati di
Logica Modale relativi ad argomenti "c1ass{ci" nella
Jetteratura di tale disciplina: I) Modalita' non
equivalenti, II) Numeri di Post, I11) Assiomatizzazione di
classi di strutture. Questi risultati non sono relativi a
specifiche logiche modali, ma sono riferiti all'intero
reticolo Qe11e Jogiche modali normali (I e I1I), o al
reticolo delle estensioni di K4 (IIl).

L'e1emento che accomuna i teoremi presentati e’
costituito da11e'metod010gie’usate: le dimostrazioni +infatti
s1 basano, piu' o meno direttamente, su proprieta’
strutturali di quelli che Kit Fine chiama Modell14i Canonici
Deboli. Tali modelli altro non sono che i duali delle
algebre modali libere su un numero finito di generatori. La
deFihﬁzione di Modello n-canonico di L (con n€w) e' analoga
a .quella standard di Modello Canonico di L, consﬁdérando, in
Tuogo delle estensioni méssimaTi consistenti di L, le
intersezioni di tali estensioni con 1'1instieme’delle n-
formule, cice' delle formule in cui non compaiono variabili
con indice maégﬁore o uguale ad n. In analogia con -1l
cosiddetto Teorema Fondamenta1é della logica modale, vale 11
seguente risultato: una_n—Formu1a e' teorema di una.16gica L
sse vale nel suo modello n-canonico. Ovviamente, la

definizione dei modelli n-canonici non e' costruttiva; un
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uso efficace di tali strutture richiede una conocscenza piu’
profonda delle loro proprieta', ottenibile mediante la

costruzione effettiva di loro sottostrutture significative

(vedi [Fi1l e [(Bell).

I> MODALITA' NON EQUIVALENTE.
Una modalita’' e una’stringa di operatori modali; la
letteratura al riguardo e’ vasta, e T'insieme delle
modalita’ non equivalenti relative alle piu' note logiche
modali e' stato determinato. Come osservato, 1 risultati che
presentiamo non riguardano logiche specifiche. Pur non
facendo cenno alcunoc alle dimostrazioni (per queste si veda
[BM3), e' facile mostrare. come la so]uziéne di problemi
sulle modalita' possa fondarsi sui modelli n-canonicij
infatti 1'equivalenza tra due modalita’ e' una formula +in
una sola variabile, ed e' quindi teorema di una logica sse
vale nel suo modello l1-canonico. Data una logica L,
indichiamo con J(L) la sua partizione modale, cioe’
1'ins-ieme delle classi di modalita’ L-equivalenti (in
simboli, JLI)={L[el;,:9EMod}, dove Mod. e’ T'insieme delle
modalita' e Lolp={yeMod:Ll@(p)yi(p)I). 1JL) i esprime quindi
11 numero massimo delle modalita’ a due a dug non
equivalenti. Poiche, nel caso delle logiche "storiche",
ciascuna classe di J(L) contiene una. sola modaiita’' di
Junghezza minima che e inoltre sottomodalita’ di tutte le
altre. ad essa equivalenti,. la determinazione di 1J() L ha

preso il nome di "ricerca delle modal-ita' irriducibili®y la
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precedente proprieta' non vale pero' 1in geneﬁa1e; Sq
dimostra tuttavia che, per ogni L, e' possibile una scelta
d% rappresenanti delle classi di JL) le cui Tunghueize non
fanno salti, costituiscono cioe' un segmento iniziale di w.

Naturaimente, logiche differenti possonc avere 1o stesso
JL)Y . Sorgono spontanee almeno tre domande: a) Quante sono
le partizioni modali? b) Dato un cardinale a (1Lag®e ),
quante sono le logiche la cui partizione ha cardinalita' «?
Ed in?ine, quante le diverse partizioni di cardinalita' a?
Risposte:

a) 1{J) sKeLY =20 |
Questo risultato ammette una seconda lettura. Per ogni
partizione modale esiste una‘1ogﬁca minimale tra quelle che
la generano,; assiomatizzata mediante equivalenze tra
modalita'. Poiche’' tali formule sono esprimibili nel
Tlinguaggio {{pp¥,™,0,s}, i1 precedente teorema asserisce che
un continuo di logiche sono assiomatizzabili in tale
Tinguaggio ridotto.

b) Indicando con A(x) 111 numero di logiche la cui
partizione ha « elementi, vale il seguente risultato:
A1d)=1, A(x)=0 se « e' dispari maggiore di 1, A(2)=1,
A(4)=3, A(a)2X per o« pari maggiore di 4, A Y 52N,

6) Indicando con m¢a) i1 numero partizioni di

cardinalita' o, si ha che n(a)<X se a<, R d=2%0 |

I1)> NUMERL D1 POST.



Ricordiaﬁo che un insieme di Post e' un sottoinsieme
proprio dell'insieme delle formule, contenente le
tautologie, chiuso per sostituzione e massﬁma1e rispetto a
queste proprieta‘.'éata una logica L, 41 numero di Post di L
(pCL))Y e' 41 numero degli dnsiemi .di Post che +includono L
(ovviamente lsp(L)SEN?). La connmessione tra numeri di Post e
mode17+i canondici deboli e stretta, in virtu' del seguente
Teorema di>Makinson—Segerberg: r(L) e' uguale é)1a;
cardﬁna1it§' del modero O~canonico di'L (cioe' del modello
canonico costruito mediante formule prive di variabili). I
prob1emi relativi ai numeri di Post sono di due generi, a
seconda che i1 punto di partenza sia costituito da una
logica (data L, determinare p(L)), oppure da un numero (dato
o, determinare I{L:p(L)=a}l). La conoscenza dei modelld
G-canonici e' ovviamente utile per la soluzione dei problemi
del primq tipo; ed e' mediante costruzione di particolari
model1li O-canonici che si e giunti al seguente teorema,
conclusivo per i problemi del secondo tipo (vedi [Be31):

I{L:p(L)=aX1=2"0 | per ogni a« (1<a<a™o ).

TII) ASSIOMATIZZABILITA' DI CLASSI DI STRUTTURE.

IT problema di logica modale piu“trattato verte sui
rapporto tfa formule modal-i e”prépkieta‘ re1agigna1ﬁ delle
strutture soddisfacentd tali formule. In‘uﬁa deile sue
direzioni tale problema assume la éégﬁente Forma; data 1la

classe X di tutte e sole Te strutture la cui relazione

soddisfa una proprieta’ J, trovare 1'insieme di formula T
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avente X come classe di strutture. Kit Fine in [Fi21 e
1'aut§re in [Be31 hanno, indipendentemente, elaborato due
metodi per assiomatizzare classi di strutture i gquali hanno
la caratteristica comune di spostére 1'obiettivo della
ricerca,da11e‘Formu1e alle strutture; si dimostra -+infatti
che e' possibile ottenere meccanicamente I' qualora si siano
individuate particolari strutture finite che caratterizzano
¢in modo che preciseremo tra poco) la classe X. In altri
termini, lo sforzo non consiste pou', come nei metodi
standard, nello stab+ilire rapporti tra formule e strutture,
ma diviene complietamente semantico, volto ad +individuare
rapporti (di sottostruttura e di p-morfisme) tra strutture.

A) "Metodo delle sottostrutture" ([Fi21).°

I cdncetti‘su cui si fonda sono i sgguenﬁig ad
sottostruttura ( F'=<W',R'> e' sottostruttura di F=<W,R>, 1in
simboli F'cF, se W'eW ed R"=R/W' )3 b) p-morfismo
(definizione standard, in simboli F—~F')3; c) sottoriduzione
( F e' sottoriducibile ad F' se esiste F" tale che F'cF e
F'=F').
Data una classe X di strutture, e' necessario +individuare
una classe di strutture finite Y={F;:t€I} che soddisfi la
segdente’condizioﬁe:

' X={F: F non e' sottoriducibile ad alcuna Fé}.

A tal punto, per ogni Fi s1 costruisce in modo meccanico una
Formu1a‘wi, e la classe X e' assiomatizzata da F={nypy:iell.

In CFi2) si dimostra che ogni logica assiomatizzabile con
i1 metodo della sottocornice “ha Ta Proprieta’ del modello
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finito. Inoltre 1a classe di tali logiche, avente 1la
cardinalita’ del continuo, comprende a1oqne tra le Tlogiche
piu’ significative, quali S4,85,84.2,G6L)

B) "Metodo de]T;-sepérazﬁonevFinita" (LBel).

Tale metodo e' statc pensato per 1le logiche intermedie,
ma ef applicabiie -+n ambito modale,; 1in virtu' dei legami tra
1e rispettive semantiche. I concetti su cui sjAbasa sono: a)d
sottostruttura generata ¢ F'=<W',R'> e sottostruttura
generata di F=<W,R>, 1in simboli F'eyF, se F'eF e per ogni
<x,V>ER, xEW' implica yew'ld; b p-morfismo 3 ¢)
g-sottoriduzione ( F e! g-sottoriducibile ad F' se esiste F"
tale che F'e,F e F"~F').

Data una classe X di strutture, e' necessario individuare
una coppia di strutture A e B che soddisfino 1a seguente
gguag1janza:

X={F:pér ogni F', se F' e' g-sottoriducibile a.F ed A,
allora e' g-sottoriducibile a BY.

D1 nuovo, si costruiscono in modo meccanico due formule P e
vp tali che I's{pg+pp) assiomatizza X.

IT principale punto di contatto di questo metodo con i
model714 canonici deboli e’ i1 seguente: ¢4 e pp sono
disgiunzioni di formule che "caratterizzano” punti di tald
modelli. Come nel caso precedente, ogn-i 1og1ca71a cui classe
di strutture éﬁa,F1n1tamente separab{1e ha Ta Proprieta' del
mode1lo Finito. Osserviamo 1infine che la classe delle
logiche assiomatizzabili per sottostruttura (metodo A) e

quella delle logiche finitamente separabili (metodo B) sono
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inconfrontabili: ad esempio, GL appartiene solo alla prima,

K4D solo alla seconda.
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