EDUCARE ALLA RAZIONALITA’

L’analisi non standard e nozioni d’infinito in matematica.

RAZIONALITA’ 

Il tema di queste giornate, nel quale voglio inserirmi, è la razionalità. Cosa s’intende per razionali​tà? Lasciatemi fare una proposta. Per comportamento razionale intendo fare le scelte più opportune. Se dovessi andare a Roma non prederei la stessa strada che se dovessi andate a Parigi. Così non è sufficiente parlare della scelta più opportuna, ma della scelta più opportuna per raggiungere un certo traguardo. Ma, c’è una scelta più opportuna per raggiungere un traguardo? Visti i limiti della cono​scibilità degli umani, la scelta più opportuna può essere giudicata solo a posteriori, mentre a priori ci si deve basare sulle più complete conoscenze della situazione, e dell’effetto prevedibile delle sin​gole azioni alternative possibili. Così, per dire che un comportamento è razionale, bisognerà ancora aggiungere che fa la scelta più opportuna per raggiungere un certo traguardo in base alle più com​plete conoscenze disponibili al momento della stessa scelta.

 Non affermo che questa mia posizione sia universalmente condivisa, anzi. C’è chi sostiene che, al​meno per raggiungere certi scopi, ci sono vie migliori in assoluto, magari individuate proprio dalla razionalità, ma cos’è allora la razionalità?

 Lasciatemi rispondere in modo esageratamente polemico, ma che serve a ravvivare questo inter​vento, quando ci libereremo dall’ipocrisia assolutista che ci proviene dalla filosofia classica, con la sua pretesa di avere una risposta per ciascuna delle domande fondamentali della vita. Certo sarebbe bello avere criteri certi per stabilire cosa si deve fare (e ci sono anche persone che sanno benissimo cosa dovrebbero fare gli altri), invece di correre continuamente il rischio di non fare la scelta più opportuna, e di doversi impegnare nell’analisi di cos’è meglio. Ma chi ci assicura che esistano que​sti criteri? O non sono una pia illusione? 
 Il mio essere scettico verso criteri assoluti, non solo è motivato da risultati disciplinari sulla inac​cessibilità di certe nozioni, risultati che partono da specifiche ipotesi che potrebbero essere messe in discussione, ma anche dalla riconosciuta incapacità del linguaggio (sia formale che informale) di precisare di cosa si stia parlando senza assumere che sia noto, per via non linguistica, il significato di alcune parole, e soprattutto perché la realtà è troppo complicata per essere compresa e gestita da​gli umani. Qui bisogna distinguere attentamente tra complicazione e complessità. Complicata è una quantità immensa disorganizzata di dati sconnessi e non correlati, mentre complessa è una gran quantità di legami e intrecci a vari livelli di gerarchia di dati e di gruppi organizzati di dati, così ar​zigogolata da faticare molto a orientarsi in essa.

SCELTE OCULATE

Per affrontare la complicazione e potersi assumere dei rischi calcolati nello scegliere come agire (per essere razionali), gli umani si costruiscono delle visioni della realtà, dei modelli di essa, trascu​rando aspetti che sembrano irrilevanti allo scopo prefisso (astraendo), uniformando e rendendo re​golari situazioni che non lo sono (perfettamente piano ciò che lo è quasi), inserendo aspetti non pre​senti nella situazione considerata, prendendoli da altre situazioni o negando aspetti indesiderati. Tali operazioni vengono scelte in modo che  i modelli ottenuti, pur differendo dalla realtà, le si accostino il più possibile. Di fatto, per superare la complicazione ed essere realistici, si costruiscono modelli del reale piuttosto complessi, pur cercando di mantenerli gestibili. La stessa determinazione di una visione delle realtà richiede di scegliere pure come caratterizzarla per poterne parlare ad altri. Sicu​ramente scelte che portano a contraddizioni non sono accettabili. Invece si accolgono scelte che, per tener conto delle più ampie e inconsuete esperienze, non sono le più banalmente immediate. In ge​nere, proprio per i limiti umani di conoscibilità, rimane un largo spazio per scelte diverse più o me​no opportune per i vari scopi.
Vorrei mostrare che la difficoltà di dover far scelte oculate, non scontate né definitive, ma mirate a certi traguardi, coinvolge anche la matematica, ad esempio per lo sviluppo dei concetti di misura in un continuo e di infinito. Si misura confrontando grandezze dello stesso tipo presenti in un continuo di possibilità, ordinandole in base a quanto sono grandi ed eventualmente sommandole. I risultati ottenuti, anche in tempi antichi, sono molto stupefacenti. Spesso il confronto avviene con qualcosa di familiare in modo di potersi rendere conto concretamente di quanto è grande una specifica gran​dezza; così s’introducono le più svariate unità di misura, legate a usi e costumi di particolari gruppi sociali. L’obiettivo pratico vorrebbe essere quello di poter determinare quanto è grande una gran​dezza contando a quante unità di misura corrisponde. Si può dire che si vorrebbe misurare contan​do, ad esempio contando i passi di una distanza, anche se contare e misurare sono due attività so​stanzialmente diverse. Si misura una grandezza che si presenta all’interno di un continuo di possibi​lità, si contano quanti sono gli elementi di un certo insieme, una quantità discreta. Il dividere l’unità in un numero finito di parti tra loro uguali e poi considerare una certa quantità di queste parti è sem​pre un contare, sicché si misura contando anche quando il rapporto tra due grandezze è un numero razionale.

Già dai tempi di Pitagora ci si era resi conto che non tutte le grandezze possono essere misurate contando il loro rapporto con un’unità di misura: si erano individuate grandezze tra loro incommen​surabili. 

Tuttavia l’esigenza pratica di misurare contando aveva portato ad accettare approssimazioni razio​nali delle grandezze, magari successioni di approssimazioni con errore via via minore, e comunque fino a ottenere un errore minore di quello che le tecniche e le applicazioni potevano rilevare e tolle​rare. Se anche l’accettazione delle approssimazioni razionali poteva essere una soluzione pratica, per raggiungere la massima precisione si doveva far di meglio.

In un continuo di possibilità, i multipli razionali di un’unità di misura lasciano una quantità più che numerabile di buchi (sezioni di Dedekind sui razionali senza elemento separatore razionale, ma continuerò a chiamarli buchi). Si vorrebbero chiudere i buchi per arrivare alla continuità, ma cosa s’intende per sistema continuo (connesso) di grandezze senza buchi? 

Direi che la superficie di questo tavolo è continua e senza buchi. Però un chiodo abbastanza lungo può passare da una parte all’altra. Direte che ciò avviene spostando elementi che ci sono per lasciar​ne spazio al chiodo. Certo, ma i raggi X non spostano niente eppure passano anche loro. Per non di​re di un doppio vetro di una finestra moderna, certamente non lascia passare neppure uno spiffero d’aria, ma la luce passa in abbondanza. Per arrivare a una rete da pesca, con tutti i suoi buchi per la​sciar passare l’acqua, che però è una barriera continua per i pesci sufficientemente grossi. Questi esempi fanno capire che la nozione di continuità (e di buco) è relativa a cosa deve eventualmente passare o essere trattenuto. Forse il tempo è assolutamente continuo, ma la riproduzione, che perce​piamo come continua, delle immagini di un movimento consta di molti fermo immagine così ravvi​cinati che l’occhio non riesce a cogliere gli intervalli tra un’immagine e l’altra, e la continuità del tempo può essere messa in discussione. Così non è possibile dire se la continuità è una caratteristica del mondo in cui viviamo o meno. Certamente l’umanità si è costruita un concetto di continuità che può permettere di costruire modelli della realtà facilmente gestibili. Comunque, volendo arrivare al​la continuità del sistema dei numeri, si devono chiudere i buchi tra i razionali, ma come?

Inventando opportunamente altri numeri, che includano i razionali, per ottenere un sistema numeri​co atto ad affrontare i più svariati problemi matematici del continuo. Dicendo che si vuole ottenere un sistema numerico si dichiara che tra questi elementi da inventare dovranno esserci un ordine e delle operazioni che estendano quelle sui razionali preservandone la proprietà, in particolare devono avere reciproco (fuorché per lo zero) e opposto.

Nell’inventare questi numeri nuovi che chiudano i buchi lasciati dai razionali, se ne inventano uno per ogni buco o tanti per ogni buco? 

NUMERI REALI E IPERREALI

Senza approfondire la situazione e le conseguenze, sembrerebbe più semplice la scelta d’aggiungere ai razionali un solo elemento per buco, che è la scelta classica che porta al sistema dei numeri reali. Con questa scelta, ogni reale è distinguibile da un altro perché tra i due c’è un razionale, e inoltre non ci sono elementi maggiori di zero e minori di un n-esimo per ogni n naturale non nullo. 
La scelta esposta è la più ingenuamente ovvia, senza valutarne bene le conseguenze e le alternative. Per valutare più scrupolosamente la situazione, si esamini allora la scelta di inventare più elementi in ciascun buco tra i razionali, e quali effetti può avere. 

Siccome le approssimazioni razionali di una grandezza sono tali che, per ogni numero naturale posi​tivo n, ci sono un’approssimazione razionale per eccesso e un’approssimazione razionale per difetto che differiscono per meno di 1/n dell’unità di misura, così, se si pensa di inserire più di un elemento in un buco tra i razionali, questi dovranno distare tra loro meno di 1/n per ogni naturale positivo n, e pertanto non essere tra loro distinguibili mediante razionali che li separino.

Una grandezza ξ è detta infinitesima (trascurabile, piccola in modo assoluto) se il suo modulo |ξ| è minore di 1/n, |ξ| < 1/n, per ogni naturale positivo n. 
Per gli infinitesimi valgono alcune proprietà fondamentali. Anzitutto: Sommando a se stesso un in​finitesimo positivo un numero naturale k positivo di volte si ottiene ancora un infinitesimo positivo, e ciò giustifica gli appellativi di assolutamente piccolo e di trascurabile che sono stati attribuiti agli infinitesimi.

Infatti, dall’ipotesi che ξ è infinitesimo positivo (ξ<1/m per ogni naturale positivo m) segue che, per ogni scelta dei naturali positivi k e n,  ξ < 1/(k×n) (anche k×n è un naturale positivo), sicché k×ξ < k×1/(k×n), cioè k×ξ < 1/n, per ogni n naturale positivo, e k×ξ è infinitesimo. QED. 
Ne consegue immediatamente che se in un buco tra i razionali ci sono almeno due elementi allora ce ne sono infiniti.
Con dimostrazioni altrettanto banali basate sulla definizione di infinitesimo, si prova che l’opposto di un infinitesimo è infinitesimo, reciproco di infinitesimo positivo è maggiore di ogni numero na​turale e può essere convenientemente chiamato un infinito positivo, mentre il suo opposto sarà detto infinito negativo. I numeri così inventati, da chiamarsi iperreali, potranno essere convenientemente suddivisi in infinitesimi, infiniti (positivi e negativi) e finiti (i non infiniti).

Tra gli iperreali finiti, l’essere infinitamente vicini è una relazione d’equivalenza, e le classi di equi​valenza sono costituite da tutti gli elementi che sono nello stesso buco tra i razionali, o da tutti gli elementi infinitamente vicini a un razionale. Per ciascuna classe di equivalenza si può scegliere un rappresentante che è il razionale se ce n’è uno nella classe, altrimenti il rappresentante diventa auto​maticamente l’unico elemento scelto nel buco tra i razionali, cioè il reale per quel buco. La funzione che a un iperreale finito a associa l’elemento scelto r, cioè il reale, nella sua classe di equivalenza è detta funzione parte standard ed è indicata st, sicché r = st(a).

Il problema che si pone in questo caso è se ha senso considerare grandezze non nulle minori in va​lore assoluto di 1/n volte l’unità di misura qualunque sia il naturale positivo n. Il problema non è tanto se esistono infinitesimi, perché per chiudere i buchi tra i razionali, si stanno inventando nuovi elementi che esistono esattamente perché li si inventa e li si vuole introdurre, anche nel caso che si scelga che ce ne sia uno solo, ma si deve valutare se è (non contraddittorio e) conveniente introdur​li, e che vantaggio si può ottenere con le possibili scelte di quanti elementi inserire nei buchi tra i razionali.
A che possono servire elementi che differiscono per un infinitesimo, una quantità tanto piccola, da essere considerata trascurabile? Se la differenza è assolutamente piccola, così piccola da essere tra​scurabile, la si trascuri, e si tenga un solo elemento per ciascun buco, inventando un sistema che ap​pare più semplice, con elementi ben riconoscibili perché separati da razionali. Attenzione però che il rapporto tra trascurabili non nulli non è detto sia trascurabile, può essere un finito non infinitesi​mo. Così non è banale domandarsi se ci sono situazioni in cui poter disporre di elementi trascurabili può essere vantaggioso.

PROBLEMI DALLA REALTA’ E NUMERI TRASCURABILI
Di fatto, Newton, Leibniz e quanti li seguirono per più di un secolo utilizzarono quantità infinitesi​me e trascurabili per affrontare i problemi del movimento, della pendenza, e del volume di un soli​do non limitato da facce poligonali piane.

Tipici di queste situazioni sono i problemi in cui entra in gioco la velocità istantanea di un movi​mento rettilineo. Come definirla e determinarla?

Ciascuno ha esperienza di movimenti a diverse velocità istantanee. La velocità istantanea può esse​re anche evidenziata fisicamente mediante il pendolo di Watt, inventato per regolare automatica​mente con un effetto retroattivo la velocità di un macchinario rilevando la velocità istantanea di una sua componente, velocità istantanea che dunque c’è, è misurabile, e ha una sua consistenza fisica. 

L’arcinota definizione della velocità istantanea come limite delle velocità media al tendere a zero dell’intervallo temporale, è un vero pugno nello stomaco. Eventualmente, in un moto, è lo sposta​mento globale che viene ottenuto come somma degli spostamenti istantanei, che, se non ci fossero questi, non ci sarebbe alcun spostamento, sicché quella proposta non può essere la definizione di velocità istantanea, ma un legame tra la velocità istantanea e la velocità media. Ma come definire e rendere operativa la nozione di velocità istantanea in un certo momento, come confrontare diverse velocità istantanee? Si misura lo spostamento in un instante, cioè si considera il rapporto ds/dt tra lo spostamento ds in un instante e la durata dt dell’istante stesso. Ma, che è un istante? Un lasso di tempo assolutamente piccolo, non necessariamente di durata zero, ma più piccolo di ogni intervallo di tempo che possa essere apprezzato.

Si è in grado di apprezzare un intervallo non nullo di tempo limitato da specifici eventi, ed even​tualmente parti di questo, suddividendolo in tante parti uguali indicate da un numero naturale che, almeno teoricamente, può essere grande quanto si vuole. A un tale intervallo apparterranno comun​que almeno due momenti indicabili mediante razionali. Per essere assolutamente piccolo un inter​vallo di tempo deve essere minore di tutti gli intervalli apprezzabili ottenuti mediante suddivisioni in un arbitrario numero naturale di parti tra loro uguali, cioè deve essere un intervallo infinitesimo. 

Ma gli infinitesimi non nulli sono tanti, infiniti; e misurando lo spostamento rettilineo che si svilup​pa da un certo punto in un infinitesimo di tempo si otterrà in genere qualcosa di diverso da quanto avviene in un intervallo infinitesimo di tempo diverso dal precedente. Certo, ma quello che interes​sa è il rapporto che c’è tra lo spostamento nell’intervallo di tempo e la durata dello stesso intervallo, chiamato rapporto incrementale, che dovrebbe essere un rapporto tra infinitesimi, il divisore infini​tesimo non nullo. Il risultato di un rapporto d’infinitesimi può essere di vari tipi: ad esempio, se ( è un infinitesimo non nullo, il rapporto (/( = 1 è una quantità finita non infinitesima, il rapporto (2/( = ( è un infinitesimo, il rapporto (/(2 = 1/( è il reciproco di un infinitesimo non nullo, cioè un infi​nito.

Può succedere che i vari rapporti, corrispondenti a tutti i possibili intervalli infinitesimi non nulli di tempo, siano tutti finiti e infinitamente vicini tra loro. Sicché si può trascurare l’infinitesimo di dif​ferenza tra questi rapporti, per arrivare a considerare la loro classe di equivalenza. Questa può esse​re rappresentata dal numero reale che le appartiene, che è la parte standard dei numeri della classe, e si può affermare che questa è la velocità istantanea. Si può asserire che il moto che si considera è sufficientemente regolare tanto da avere velocità istantanea in un certo momento esattamente se i vari rapporti incrementali partendo da quel momento e rispetto a ogni possibile incremento infinite​simo non nullo di tempo sono finiti e tra loro infinitamente vicini, cioè, trascurato il trascurabile, so​no lo stesso numero reale. Con tutti questi strumenti ora a disposizione una ragionevole definizione di velocità istantanea v0 al momento t0 di un moto rettilineo descritto dalla funzione f, che fa dipen​dere la posizione dal momento in cui viene raggiunta, è la seguente. La velocità v0 è la parte stan​dard del rapporto incrementale (f(t0+dt)-f(t0))/dt se questo rapporto è finito e ha sempre la stessa parte standard per ogni infinitesimo dt diverso da 0.
Si è notata così l’utilità di disporre dei numeri iperreali per poter affrontare la nozione di velocità istantanea. Il problema della pendenza in un punto è del tutto analogo e porta pure a mostrare l’utili​tà di questi numeri. Un po’ diversa è la tecnica per giungere ai volumi sommando infiniti infinitesi​mi, ma pure questa, per la quale non c’è il tempo di entrare nei dettagli, mostra l’utilità di disporre di infinitesimi. Di fatto, si è introdotta la nozione di derivata di una funzione f in un punto x come parte standard del suo rapporto incrementale (f(x+dx)-f(x))/dx) in quel punto x quando c’è ed è sem​pre la stessa per qualunque incremento della variabile indipendente che sia un infinitesimo dx diver​so da zero.

Giustificata e accettata l’introduzione dei numeri iperreali, come operare con questi, come valutare i rapporti incrementali se dipendono da quantità infinitesime di cui non si può conoscere l’esatto va​lore? Non è necessario precisare esattamente quale infinitesimo si sta considerando perché si è inte​ressati a risultati che devono valere partendo da un qualsiasi infinitesimo (eventualmente non nul​lo). Si possono allora eseguire i calcoli grazie alla conoscenza dell’effetto delle operazioni quando applicate a infinitesimi, finiti non infinitesimi o infiniti, nelle varie combinazioni. Per concludere, si deve tener conto dei risultati che riguardano il comportamento della funzione parte standard. Tutti questi risultati hanno una semplice dimostrazione che segue direttamente dalle loro definizioni, e possono essere utilmente presentati in una scuola superiore non solamente all’ultimo anno.

LA NOZIONE DI LIMITE

 Per definire la nozione di derivata di una funzione si è fatto ricorso a un’operazione che, se genera​lizzata, si presta a precisare anche altre nozioni importanti, la continuità di una funzione ad esem​pio. Di fatto si è considerata la parte standard di una quantità (nel caso particolare visto il rapporto incrementale), quantità che dipende da un’altra (nello stesso caso visto l’incremento della variabile indipendente), quando questa è infinitamente vicina ma non uguale a un certo valore (lo 0 nel caso esaminato). In generale, data una funzione f e un valore reale c, quest’operazione associa loro un numero reale L che è la parte standard dell’immagine attraverso la funzione f di ogni iperreale x in​finitamente vicino a c, ma diverso da c, se questa c’è ed è sempre la stessa; in simboli: L = st(f(x)) se questa c’è ed è sempre la stessa per ogni x infinitamente vicino a c e diverso da c. 
 L’operazione definita è chiamata limite della funzione f quando la sua variabile indipendente tende a c. Per questa operazione si userà la notazione limx(cf(x). 

 Detto altrimenti, poiché ogni iperreale infinitamente vicino a c è del tipo c più un infinitesimo, Il li​mite della funzione f per x tendente a c è la parte reale della funzione calcolata in c+ε, st(f(x+ε)), se questa c’è ed è sempre la stessa per ogni infinitesimo non nullo ε.
 Questa figura illustra l’operazione definita, dove nei tondi si vede un ingrandimento, centrato sui punti associati al tondo, alla scala che permette di vedere un generico infinitesimo ε considerato. Il punto rosso indica che non si considera il comportamento della funzione nel punto di ascissa c.
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 L’operazione di limite evidenzia il comportamento della funzione f nell’infinitamente vicino a c e diverso da c, comportamento che consiste nell’avere tutti i valori della funzione, corrispondenti ai punti infinitamente vicini a c e diversi da c, infinitamente vicini a un unico numero reale L. 
 La definizione data permette di calcolare il limite: basta considerare il valore f(c+ε), con ε un qual​siasi infinitesimo non nullo, ed esprimerlo in modo da isolare le parti trascurabili (infinitesime) e trascurarle nel passare alla parte standard.

 Oltre che nella definizione di derivata, l’operazione di passaggio al limite è centrale anche per la nozione di continuità di una funzione in un intervallo chiuso. E’ naturale pensare una funzione co​me continua se a variazioni infinitesime della variabile indipendente corrispondono variazioni infi​nitesime dei valori della funzione. Così diremo che una funzione f è continua in un intervallo chiuso [h,k] (di fatto uniformemente continua) se per ogni scelta di due punti x1 e x2 di [h,k] se essi sono infinitamente vicini allora anche f(x1) e f(x2) sono infinitamente vicini. Con la notazione introdotta, volendosi limitare alla continuità in un punto c, si può dire che una funzione f è continua in c se f(c) = limx(cf(x), cioè f(c) = st(f(c+ ε)) per ogni infinitesimo ε.
CONFRONTO TRA NOZIONI DI LIMITE

L’introduzione e l’uso degli infinitesimi era risultato molto efficace per lo sviluppo delle basi del​l’analisi matematica, ma rifiutati questi per motivi ideologici, come recuperare i risultati già ottenuti con gli infinitesimi facendone a meno? La soluzione trovata nell’800 fu un’opportuna diversa no​zione di limite, mediante la quale si poterono definire continuità, derivate, integrali e quant’altro. Tale nozione di limite si basa sulla nozione di “piccolo”.
La nozione di piccolo non può essere assoluta, ma è solo relativa: una quantità piccola su scala astronomica non è detto che sia piccola su scala nucleare, si può parlare solo di più piccolo di una quantità fissata. 

La nozione di piccolo non si preserva operando su di essa: una somma di “più piccoli di ...” non è detto che sia “più piccola di …”.

La nuova definizione di limite, cui si era giunti con la nozione di più piccolo di e senza far riferi​mento agli infinitesimi, cerca di cogliere il comportamento di una funzione nelle piccole distanze da un punto. Essa dice che L è il limite di f(x) per x tendente a c se 
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con la presenza dei piccoli relativi come “più piccolo di δ” e “più piccolo di ε”.

Quant’è difficile capire e spiegare perché questa debba essere la nozione di limite (ma lo si può fare con un buon lavoro). Com’è difficile cogliere il gioco delle tre quantificazioni alternate esattamente in quell’ordine, e della direzione dell’implicazione. 

Peggio, questa definizione permette solo di verificare che un dato numero L è il limite, ma non dice come trovarlo. Per fare ciò, bisogna utilizzare i teoremi sui limiti (limite della somma è la somma dei limiti, ecc.) le cui dimostrazioni richiedono di avere acquisito bene l’orribile definizione classica di limite.

A scuola normalmente non si dimostrano questi teoremi, che sono sostituiti da regole, e la matema​tica è umiliata e perde il suo significato.
Vorrei proporre un paio di slogan che colgano le differenze tra le due nozioni di limite presentate.

La nozione non standard corrisponde a: 

   se mi impegno moltissimo, faccio benissimo,

 con i superlativi assoluti.

 La nozione classica corrisponde a: 

  so impegnarmi abbastanza da far meglio di quanto richiesto, qualunque sia il traguardo voluto,

 con i superlativi relativi. Già dagli slogan si può notare la differente difficoltà tra le due nozioni.
C’è poi lo slogan che coglie la presentazione dei limiti in molti testi scolastici (che presentano le due colonne per i valori delle variabili indipendente e dipendente): più mi impegno, meglio faccio (ma non è detto che si raggiunga l’obiettivo). Questo slogan è la riduzione al relativo dello slogan con i superlativi assoluti dell’analisi non standard. Esso rappresenta una nozione che travisa grave​mente quella di limite, e ne ostacola la comprensione.

NUMERI IPERREALI

Pur avendo già visto numerose proprietà degli iperreali, ci si può chiedere se è possibile farsi un’i​dea più precisa su di essi. 
Una risposta che ha lasciato perplessità ci viene direttamente da Leibniz che ha affermato il seguen​te principio: Gli iperreali hanno tutte le stesse proprietà dei numeri (reali). Ma gli iperreali costitui​scono un campo che, avendo gli infiniti, non è archimedeo, sicché non può essere vero che hanno tutte le proprietà dei reali. Bisognerà precisare meglio quali sono le proprietà degli iperreali, ma Leibniz a suo tempo non seppe rispondere in modo migliore che dicendo sostanzialmente che si tratta delle proprietà che vanno bene e che un buon matematico sa quali sono. Di fatto Leibniz non aveva gli strumenti necessari per rispondere con precisione, cosa che ha fatto Abraham Robinson disponendo dei progressi della logica matematica. Oggi con il principio di Leibniz si afferma che gli iperreali hanno tute le stesse proprietà dei reali che siano esprimibili nel linguaggio dei reali, e sappiamo che l’achimedeità, come le nozioni di finito e di numero naturale, non sono esprimibili nel linguaggio dei reali. 

Tuttavia, a suo tempo, il rifiuto degli infinitesimi non fu dovuto a questa imprecisione su quali pro​prietà devono avere, ma a una rigida mentalità archimedea: non ci può essere niente tra 0 e tutti i numeri del tipo 1/n, con n naturale positivo.

Perché tale divieto? Perché la retta deve essere archimedea? Perché tra le approssimazioni razionali per eccesso di una quantità e quelle per difetto ci deve essere un solo elemento?

Per vedere meglio come è fatta la retta nei pressi dell’origine ingrandiamola, moltiplicandone la scala per un numero maggiore di 1 (zoom in ×n): i vari punti si saranno allontanati, al posto di 1 compare 1/n ma la retta appare immutata. 
                           _________________________|________________________________|_______

                                                                             0                                                               1 

 zoom in ×n      __________________________|________________________________|_______

                                                                             0                                                              1/n 

E se si potesse ingrandire infinite volte moltiplicando la scala per un infinito positivo? 

Zoom in ×1/ξ  ____________________|________________________________|_______

                                                                0                                                               ξ 

Al posto di 1 si vedrebbe ξ, ma l’immagine della retta con la sua origine rimarrebbe inalterata.

 Il tratto di retta che si continua a vedere sarà costituito da punti tutti infinitamente vicini all’origine.

E se si volesse andare da un punto A a un punto B, visibili sulla retta nella scala usuale, mediante passi di lunghezza infinitesima (nel tondo viene mostrato ciò che si vede moltiplicando la scala per 1/ξ, puntando lo sguardo sul punto cui è legato il tondo),

                                                                          ξ

                                                    ________|______|___

                                                                   A

          _____________________________|/________________________________|_______

                                                                   A                                                                B 

quanti passi si devono fare? Facendone un numero finito si rimane sempre infinitamente vicino ad a, sicché per arrivare a b bisogna fare infiniti passi: bisogna accettare i numeri naturali infiniti che contano tali passi!

IPERNATURALI E NOZIONI DI INFINITO

Ma cosa sono i naturali infiniti?

Questa nozione d’infinito è diversa da quella di Cantor e di Peano. Per essi, e anche per noi per co​me siamo stati ammaestrati, i naturali sono tutti numeri che si possono ottenere a partire da 0 ripe​tendo un numero finito di volte l’operazione di passaggio al successore immediato, anche se non si riesce a dire bene che significa finito (simile alla nostra esperienza di processi che terminano). Inol​tre, anche se ciascun numero naturale è finito, la loro collezione prosegue per sempre, non ha termi​ne. Ciò che non si sa precisare a dovere è quanto si deve andare avanti nel proseguire indefinita​mente. Peano, con il principio d’induzione, chiede che i numeri naturali siano il minimo insieme chiuso per passaggio all’immediato successore partendo da 0, ma non precisa il significato di prose​guire indefinitamente.
Cantor vuole che l’insieme dei naturali, visto come una sola cosa, sia il più piccolo infinito da cui partire per la costruzione di tutti gli infiniti, inclusi gli ordinali. Ma come può essere considerato nella sua totalità completa qualcosa che non finisce mai? 

Gli ordinali, poi, che vorrebbero estendere il sistema dei naturali nell’infinito, si ottengono ripeten​do due operazioni: quella di passaggio al successore immediato, e quella di considerare in un tutt’u​no completato quanto fatto ripetendo il passaggio al successore immediato indefinitamente (con la stessa difficoltà di considerare completata una collezione che non finisce mai). 

Gli ordinali ottenuti con la seconda operazione non hanno predecessore immediato, mentre tutti, per costruzione, hanno successore immediato. 
Perché considerare numeri naturali solo quelli del minimo insieme chiuso per passaggio all’imme​diato successore?

Perché non continuare a contare (passare all’immediato successore) anche dopo aver esaurito i natu​rali di Peano? 

La situazione potrebbe essere vista in questo modo; avendo continuato a contare gli elementi di un insieme S enorme, che non si esaurisce dopo aver considerato un numero finito di elementi, si è an​dati così tanto avanti (indefinitamente) da aver perso il conto; però, se si considera un ulteriore ele​mento dell’insieme (c’è per l’enormità dell’insieme) questo sarà contato dal numero naturale suc​cessore immediato di quello sconosciuto (avendo perso il conto) cui si era arrivati. Se si continuano a considerare altri elementi il numero corrispondente conterà queste aggiunte che si sono fatte a par​tire dal numero che non si conosce. 

L’insieme S potrebbe esser così enorme che si può andare avanti tanto, proseguendo indefinitamen​te, da considerare una quantità così grande di ulteriori elementi da perdere nuovamente il conto, tut​tavia si può riprendere a considerare un ulteriore elemento alla volta e così continuare a contare. 

Addirittura, si può immaginare di poter perdere il conto di quante volte si è perso il conto, e pur sempre continuare a contare. 
Siccome il passaggio al successore immediato non fa perdere il conto, è impossibile dire quando si è perso il conto. E’ come entrare in una nebbia sempre più fitta fino al punto di proseguire senza vi​sibilità, e poi uscirne progressivamente ritrovando elementi da contare, ma senza sapere quanti se ne sono persi quando si era al buio più completo.

 E’ ragionevole chiamare naturali infiniti i naturali che vengono dopo aver perso il conto almeno una volta, e chiamare ipernaturali tutti gli elementi così introdotti. Questi possono essere divisi in finiti (i soliti) e infiniti (quelli che seguono tutti i finiti).
 Comunque, concepiamo i numeri che si stanno introducendo proprio come i naturali, ordinati e con le loro proprietà: 
 - si ottengono tutti partendo da 0 e ripetendo la sola operazione di passaggio al successore imme​diato indefinitamente anche nel non finito,
 - ognuno di questi numeri è diverso da ciascuno dei suoi predecessori, e tra un numero e il suo suc​cessore immediato non c’è niente,

 - ognuno di questi numeri, fuorché 0, ha predecessore immediato, 

 - si possono sommare, sottrarre, moltiplicare e dividere con resto, con il solito significato di queste operazioni,

 - per ogni iperreale c’è un ipernaturale più grande (iperachimedeità), e, equivalentemente, ogni in​finitesimo positivo è maggiore del reciproco di un opportuno ipernaturale.

 - Al contrario dei naturali che sono tutti singolarmente finiti, ciascuno ipernaturale infinito costitui​sce un infinito in atto, secondo una nozione non cantoriana di infinito.

 - e si possono confrontare tra loro a due a due gli elementi di un qualsiasi insieme S (ad esempio per dire chi è il più grande), purché S sia contabile da un ipernaturale, anche infinito.

 Diremo poi iperfinito un insieme di elementi che può essere contato da un numero ipernaturale.

 Perché non accettare gli ipernaturali? 

Uno potrebbe avere dei dubbi se accettare questa diversa nozione di infinito attuale poiché non sa se queste idee porteranno a contraddizioni. 
 Ma la risposta c’è ed è no, non porteranno a contraddizioni, se la teoria dei soliti numeri naturali in​tesi non porta a contraddizione. Lo ha dimostrato Abraham Robinson costruendo il suo sistema di analisi non standard, tanto coerente quanto l’analisi standard, ed evidenziando, nel nuovo sistema numerico degli iperreali, gli ipernaturali con esattamente le proprietà che sono state appena indicate per loro.
 Gli ipernaturali permettono di ottenere molti risultati fondamentali dell’analisi poiché rispondono egregiamente al problema di andare da un punto a a un punto b visibili su una retta alla scala usuale mediante passi di lunghezza infinitesima. Infatti, possono essere utilizzati per suddividere un inter​vallo [a,b] in parti di uguale lunghezza ε (fuorché forse l’ultima parte), anche se ε è un infinitesimo, mediante i punti: a, a+ε, a+2ε, … , a+jε, … , a+Nε, b dove N è il massimo ipernaturale tale che a+Nε è minore di b, e dove j è un ipernaturale minore o uguale a N. 


                    ε      ε                                     ε       ε                                        ε     δ       

            ___|___|___|___                     ___|___|___|___                      ___|___|__|______

                 a         a+2ε                                a+jε                                        a+Nε  b
_________|/__________________________\/_________________________\|_______

                 a                                                                                                          b 
Ancora i tondi indicano ingrandimenti di 1/( volte, cioè alla scala in cui si apprezza ε, puntati nei punti sotto indicati.
Queste suddivisioni di un intervallo permettono di ottenere facilmente i più profondi teoremi dell’a​nalisi matematica, confrontando i valori di una funzione nei punti di partizione dell’intervallo, con dimostrazioni che presentano difficoltà pari a quella vista, quindi presentabili anche in una scuola superiore. Ed ecco alcuni profondi teoremi dalla dimostrazione facile usando gli ipernaturali.

- Data una funzione f continua in un intervallo chiuso [a,b], se agli estremi f è una volta positiva e l’altra negativa allora f ha almeno uno zero interno all’intervallo. (Si suddivide l’intervallo in parti con passi di lunghezza (. Se in nessuno di tali punti la funzione è nulla, si cerca il primo dei punti a+j( della partizione in cui la funzione sia dello stesso segno di f(a) mentre in a+(j+1)( la funzione è di segno diverso. Segue, per la continuità, che la funzione è nulla nel punto che è la parte reale di a+j().

- Una funzione continua in un intervallo chiuso ha massimo e minimo. (Si suddivide l’intervallo in parti con passi di lunghezza (. Si osserva che ogni punto reale dell’intervallo è infinitamente vicino a un punto della partizione se ( è un infinitesimo non nullo. Si cerca un punto a+j( della partizione in cui la funzione ha valore maggiore o uguale ai valori negli altri punti della partizione: questo confronto si può fare perché l’insieme dei punti partizione è contabile da un ipernaturale. Segue, per la continuità e poiché se (<( allora st(()<st((), che la funzione ha massimo nel punto che è la parte reale di a+j()
- Si possono costruire facilmente le somme di Riemann normali, inferiori e superiori, sia finite che infinite, per una funzione positiva f in un intervallo chiuso [a,b] e da queste l’integrale definito co​me parte standard, se c’è, delle somme infinite, dimostrando facilmente che misura l’area sotto f, se f è continua nell’intervallo chiuso.

 Ottenuto l’integrale definito, si dimostrano (sempre con difficoltà di livello elementare) tutte le usuali proprietà degli integrali definiti, incluso il teorema fondamentale del calcolo.

Così si nota quanto gli ipernaturali sono utili per lo sviluppo dell’analisi matematica.

CONCLUSIONE

Per stare nei tempi ho tralasciato completamente le osservazioni didattiche, delle quali si potrà eventualmente parlare in un altro momento.

Abbiamo considerato scelte diverse su come ottenere un sistema numerico adatto al continuo, che hanno comportato varie scelte di nozioni di infinito: quella dell’insieme dei numeri reali, ciascuno dei quali ha bisogno di una infinità di approssimazioni razionali per essere determinato, quella del​l’insieme degli iperreali con i suoi elementi infiniti essendo reciproci di infinitesimi, con le relative conseguenti nozioni di derivata e di limite, l’infinito cantoriano, quello degli ipernaturali, rispon​dendo diversamente alla domanda di cosa voglia dire proseguire indefinitamente. Ciascuna di que​ste scelte ha le sue motivazioni, è consistente, ed è vantaggiosa per raggiungere specifici traguardi importanti. 

Mi pare che quanto visto mostri a sufficienza come, anche in matematica, chiusure pseudo raziona​li, affrettate o preconcette impediscano la convivenza di scelte opportune anche diverse e ad ampio respiro. 
Grazie per la vostra attenzione. Spero che quanto presentato possa esservi utile.
