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La teoria ingenua degli insiemi

Ma é questa:

{x < 3} e infinito
{x<3}n{x>2}={3}

{x =3,y =5} ha un elemento
{x=3,x=5} non e vuoto

{D} e vuoto



La teoria ingenua degli insiemi

Ma é questa:

{x < 3} e infinito
Il contesto suggerisce che la lettera x viene usata per indicare
arbitrari numeri reali.

{x<3}n{x>2}={3}
Il contesto suggerisce che la lettera x viene usata per indicare
arbitrari numeri interi.

{x =3,y =5} ha un elemento
Le lettere x e y compaiono come variabili in un sistema lineare.
La virgola separa due frasi coordinate.

{x=3,x=5} non e vuoto
La lettera x compare come variabile in un’equazione di secondo
grado. La virgola separa due casi alternativi.

{@} e vuoto
"Il segno @ indica che non c’e nulla, un elenco vuoto; in piu,
gli elementi di un insieme stanno sempre tra parentesi graffe.”



Il metodo assiomatico

«| teorici del metodo [assiomatico] si sono
Gabriele Lolli resi conto che la matematica [...] € un
discorso che non si riferisce a enti dello
spazio fisico naturale né a sostanze
DavidHilber¢ nascoste, ma che, strutturandosi[...]

e la matematica del Novecento

come un discorso grazie alla costruzione
di linguaggi sintatticamente corretti, si
presenta come una griglia da imporre,
volendo, su diverse realta. Questo & vero
[...] fin da quando Aristotele ha
incominciato a usare le lettere A, ... per
indicare proposizioni qualunque: non c’e
alcuna matematica ereditata che non si
possa leggere come discorso formale,
anche se chi la faceva la pensava
diversamente.»

: < %&/ﬂ}e/]o Cortina Editore




Il calcolo deduttivo €7

tipi: S 2(51,...,5n)
costruttori: T A = (L,...)EL {(_,..)]| o}

termini:
una variabile x: S @ un termine

T:2() € un termine

se ¢: #() € un termine, allora
{(x1:51,...,Xn:Sn) | ¢}: 22(51....,Sn) € un termine

se t:S e s:S sono termini, allora t =s: Z() € un termine
se ¢: () e Y: 2() sono termini, allora ¢ A ¢: 2() € un termine

set1:51,...,th:Sp e t: 2(S51,...,5n) sono termini, allora
(t1,...,th) € t: 2() € un termine

formule: i termini di tipo £()



Il calcolo deduttivo €7

tipi: S 2(51,...,5n)
costruttori: T A = (L,...)EL {(_,..)]| o}

termini:
una variabile x: S @ un termine

T:Q e untermine

se ¢:Q e untermine, allora
{(x1:51,...,Xn:Sn) | ¢}: 22(51....,Sn) € un termine

se t:S e s:S sono termini, allora t=s:Q & un termine
se ¢:Q e ¢:Q sonotermini, allora ¢ A Y:Q € untermine

set1:51,...,th:Sp e t: 2(S51,...,5n) sono termini, allora
(t1,...,th) €t:Q € un termine

formule: i termini di tipo Q



La teoria ingenua degli insiemi, di nuovo

{x<3}={(x:R) | x <3}

{X<3}In{x>2}={(x:Z) | x<3}n{(xX:R) | x> 2}

{x=3,y=5}={(x:R,y:R)|[ x=3Ay=5}

{x=3,x=5}={(x:R)|x=3vx=5}

{2} ={(x: Z(N)) | x =B} @ ={(x: Z(N)) | -x =Xx}



La teoria ingenua degli insiemi, di nuovo

{x<3}={x:R|x <3}

{X<3}In{x>2}={x:Z|x<3}n{xX:R|x>2}

{x=3,y=5}={(x:R,y:R)|[ x=3Ay=5}

{x=3,x=5}={x:R|x=3vx=5}

{@}={x: 2(N) | x =D} @={x:2(N)| -x =x}



Il calcolo deduttivo £7 in formato “multiformula F formula”

Fky B Fky B FFya Taky B
Fakya Fkpz 6 rakyp My B
MFyx:s @ FFyt=s Tky@l[t/x]
My o[t/x] FEypt=t My @[s/x]
CEy @Ay FEy @ Ay Fry ¢ Ty y
Fky T (N ) Chy ¢ FCFy o A Y

My [(X1 ..., Xn) € {(X1:51, ..., Xn:Sn) | 3] = ¢

rl (Xll ey Xn) € tl |__)7,X]_:S]_,...Xn:Sn (Xl, ey Xn) € t2
r/ (X].I Py Xn) € t2 |_)7,X1:5]_,...Xn:5n (X]_, Py Xn) € tl

MEyti =1t

Boileau, A., Joyal, A.
La logique des topos J. Symb. Logic 4 (1981)



A che cosa serve un calcolo deduttivo

™e 16:27

Feedback Equation

7% aaxm>

Done

o

Feedback Equation Done
Derivative

Derivative steps:

Apply the quotient rule, which is:

(25 - o5 (-t

f(z) =z + Va2 + Land
gz)=z-1

4
Tofind £ f(z)
A Differentiate z + v/z? + 1 term-by-ter!

1. Apply the power rule: 2 goes to 1

I Letu=a?+1

RS 1628 74 anms
Feedback Equation Done
Integral
z+ V2P +1
—d=

v 1
z+log(x7l)+/%dz

Integral steps:

1. Rewrite the integrand:

2. Integrate term-by-term:

A Rewrite the integrand:

8. Integrate term-by-term:

1. The integral of a constant is the con



Il calcolo deduttivo £7 con le scatole di Fitch

My B My B NFkya TLaky B
Makya FEpz 6 rakyp My B
FHy oAy Fry oAy Fry¢ Thy
FEy T N ) FEy ¢ FEy o A Y
. : 5 ¢
: OAY OAY :
T : : 1]
¢ Y :

oAy



Il calcolo deduttivo £7 con le scatole di Fitch

Fky B FFy B NFkya TLaky B
Makya FEpz 6 rakyp My B
MFyx:s @ FEyt=s Ty @t/x]
My ¢[t/x] FEpt=t My ¢ls/x]
X:S :t=5
: t=t t/x
é SP[/]




Il calcolo deduttivo £7 con le scatole di Fitch

¢ My B FNFkya TLaky B
Makya Mky2 B8 Makyp My B

Mhy [(x1, ..., xn) € {(X1:51,...,Xn:Sn) | 9} ] =@

r,(x1,...,Xp) €ty Fy,x1:51,...xn:5n (X1,....Xp) €ty
F(X1,...,Xn) €t2 Fy,x1:51,..x0:5, (X1, ..., Xn) €1

Myt =1t

X]_:S]_,...,Xn:Sn
(X1,...,Xn) €t

: .(xl,...,xn)etz
¢=(x1,...)e{(x1:51,...) | ¢}) X1:S1,...,%Xn:Sn
(xl,...,xn)etz

{Y1 Y..\CfH



Il calcolo deduttivo £7 con le scatole di Fitch

My B My B FNFkya TLaky B
Makya MEy2 B Makyp My B
NxetiFpxsxety MNxetFpxsxeth
My xe{x:S|¢r=¢ Mhyty =t

x:S
X €ty

X et

xe{x:S|¢}=¢ x:S
X et
X €t

t1 =1t



Il calcolo deduttivo £7 con le scatole di Fitch

Fky B My B FFkya T,aky B
Makya FEpz 6 rakyp My B

Fokpy T Ykyo
FrEyO0e{0lor=9¢ FEy o=y

0€{0l¢}r=09

<
I
<



Gli altri connettivi e quantificatori

¢— ¢ =[P AY)=9]
¢ =Y =[d— ) AW— )]
Vs ¢ =[{x:S|9}={x:S|T}]
L =[Vwo (w=T)]
OV Y Z[Vua [((@— W) AW —w)— (w=T)I]
¢ =[¢p— 1]

s ¢ = [Vwa [(Vxs (@ — w)) — (w=T)]]



Le proprieta degli altri connettivi e quantificatori

Foky ¢ Fokyg—y My ¢ —y¢ Fryo=4¢

Fl-y¢—>tp I",d)l-ylll Fl-y¢=(p I"I-yd)«—»w
r'|_}'/’,x:5¢ rl‘ny:s ¢
MFy Vxs @ My @[t/x]
Mhy L ) Mhy @ Moky6 T ykyo
Fky ¢ Fky o vy Fhy o vy FLovyryo
Moky L roky o
rl—y—ld) r,d)l—yJ_
r, ¢ |‘7,x:5 6 r I-y o[t/x]

[, 3xs ¢y 0 MFy dxs @



Le proprieta degli altri connettivi e quantificatori

FoFy¢ . .
- Si e precedentemente dimostrato che,
r |‘)7 ¢—y fissati arbitrari y, da I' e ¢ si ottiene ¢.

Fissati ora ¥ arbitrari, si supponga I".

1.y.r Ipotesi principall Intendendo dimostrare che (¢ A ¢)=¢
2.|91rY ipotesi interna mediante la regola per I'’eguaglianza di
3.1 ¢ A-Eldariga 2 formule, si nota dapprima che ¢
4.1 ipotesi interna discende dirett.amenjce dall’ipotesi ¢ A ¢.
: inserimento della Del restp, daIIl’lpote5| ¢., avgndo anche.
dimostrazione I" tra le ipotesi sopra, si ottiene ¢ grazie
Ly dif,okyy alla dimostrazione disponibile
I+1. oAy A-Idallerighe5e7  inizialmente di ¢ da I e ¢.
L+ 2. (¢ A )=y eguaglianza per formule Da questo discende che ¢ A ¢ = ¢, che &
[+3. -y definizione di — la tesi per definizione di ¢ — ¢.



Ulteriori regole

r-¢ky L MFyp3dxs xet t: 2(S)
Fky ¢ FEpe(t) et g(t): S
Per Assurdo Assioma di Scelta
= get



La regola Per Assurdo discende dall’Assioma di Scelta

Sia v: Q.
Si introducono gli insiemi

dE{w:Q|(w=L)v[(w=T)AVv]}
VE{w:Q|[(w=L)AV]Vv(w=T)}



La regola Per Assurdo discende dall’Assioma di Scelta

Sia v: Q.
Si introducono gli insiemi

dE{w:Q|(w=L)v[(w=T)AVv]}
WE{w:Q|[(w=L1)A V]V (w=T)}
Si notano i seguenti fatti:
by =(L=T) Fry(p=T)—=¢ Fy(pArT)=¢
Datoche Fy.q&(®)ed® e HFyoe(W)eVW, sihache
Fv.g €(®) = (W) v —&(P) = (V)

Si vede facilmente che v ky.q €(®) = (V).
Ma si dimostra anche che &(®)=¢(V)Fy.q V.
Dunque Fv.o Ve &(P) =¢(¥) e si conclude.



