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1 Considerazioni preliminari.

La teoria delle specie?

€ una teoria combinatoria che consente un approccio
sistematico alla risoluzione di problemi di carattere enumerativo. L’analisi enu-
merativa € uno dei campi di interesse della analisi combinatoria e, come noto,
concerne essenzialmente problemi di conteggio, quali conteggio di strutture d’or-
dine, di permutazioni con certe restrizioni, di strutture probabilistiche, per la
soluzione dei quali si fa uso di varie tecniche in cui & ben nota I'utilita delle serie
formali di potenza. Nella teoria delle specie (Jo 81] Iinterpretazione combi-
natoria delle serie formali & basata sul concetto di specie di struttura dovuto a
Bourbaki. Tuttavia in essa, seguendo il punto di vista di Ehresmann [Eh 65],
si mette in rilievo piu il trasporto della struttura che le proprieta che la defini-
scono.

Definizione 1.1 (complesso simpliciale)

Un complesso simpliciale su un insieme finito E, & una famiglia S di sot-
toinsiemi di E alla quale appartiene il singoletto {z} per ogni z € E e tale che
se € S ed H C F anche H appartiene ad S. Ogni elemento di S & detto
faccia e la dimensione di una faccia F & |F| — 1.

Definizione 1.2 (grafo)

Un grafo é un complesso simpliciale in cui le facce hanno dimensione al
pii 1. Le facce di dimensione 0 si dicono vertics, quelle di dimensione 1 si di-
cono lati. Dato un grafo G possiamo definire la seguente relazione di equivalenza
sull’insieme dei vertici V: z & equivalenté ad y se e solo se esistono z;,zz,...,Zn

1 Questi appunti sono stati esaminati in profondita e riveduti dai Drr. D. Se-
nato e A. Venezia. A loro vanno i ringraziamenti dei curatori.



appartenenti a V con z, = z e £, = y tali che perognii = 1...n -1 l'in-
sieme {Z;,Z;+1} sia una faccia di G. L’insieme di tali facce si dice cammino di
estremi r e y e lunghezza n — 1. Un circuito e un cammino in cui gli estremi
coincidono.

Un grafo si dice connesso se per ogni coppia di vertici (z,y) esiste un
cammino di estremi z e y. Un albero é un grafo connesso senza circuiti.

Esempio 1.1

Alberi e grafi su un insieme finito sono esempi di strutture combinatorie.
Se E ed F sono insiemi finiti equipotenti, una struttura su E, ad esempio
d’albero, pud essere trasportata su F assegnando una biezione u: £ — F. La
biezione u: E — F ci consente di definire una biezione a[u] dall’insieme a[E)
degli alberi su E all’insieme a[F| degli alberi su F, che appunto trasporta la
struttura (fig. 1).

_—
a[u]
_— b ¢
— s Yd

Fig. 1
Osserviamo che se E = F e u = 1dg é ’identitd allora si ha:
1. a [idE] = ida[E]-

Inoltre se E, F e G sono insiemi finiti equipotenti e u e v sono biezioni rispet-

tivamente da E in F e da F in G, allora risulta:
2. alvou] = a[v] o aful.

La funzione che ad ogni insieme finito E associa linsieme a|E] degli alberi
su E e quella che ad ogni biezione u: E — F associa la biezione a[u]: a|E] — a[F)|
definiscono una specie: la specie a degli alberi.

2 Specie e serie formali.

1l supporto matematico necessario alla formalizzazione del concetto di spe-
cie & dato dalla Teoria delle Categorie che al primo livello & un conveniente
linguaggio concettuale basato sulle nozioni di categoria, funtore e trasforma-
zione naturale [ML 77].

Definizione 2.1 (categoria) ,

Una categoria C & assegnata quando & data una classe di oggetts ob(1C) ed
un insieme di morfismi Morf(C) tali che per ogni coppia di oggetti (a,b) sia
assegnato un insieme di morfismi Hom(a,b) e per ogni terna di oggetti una
legge di composizione associativa:

o:(f,g) € Hom(a,b) x Hom(b,c) — go f € Hom(a,c)

tale che per ogni oggetto a esiste un morfismo identits i, € Hom(a,a) per il
quale si ha: i, 0 f = f e f' oiqa = f' per ogni f ed f'.
Esempio 2.1

La categoria dei gruppi & quella i cui oggetti sono i gruppi, i morfismi sono

gli omomorfismi tra gruppi e la legge di composizione & I'ordinaria composizione
tra applicazioni.

Esempio 2.2

La categoria B degli insiemi finiti e biezioni & la categoria i cui oggetti sono
gli insiemi finiti, i morfismi sono le biezioni tra essi e la legge di composizione &
Pordinaria composizione tra applicazioni.

Definizione 2.2 (specie)
Una specie é un funtore dalla categoria B degli insiemi finiti e delle biezioni
in B. In altri termini una specie M & una coppia di funzioni:
- una funzione da 0b(B) in 0b(B) che associa ad ogni insieme finito E un
insieme finito M|E), i cui elementi saranno detti M-strutture;



- una funzione da Morf(B) in Morf(B) che ad ogni biezione u da E . Esempio 2.4

in F (E, F € B) associa una biezione M(u| da M|E| in M[F)|, tale che per La specie I & definita come:
ogni coppia di biezioniu: F — H ev: E — F si abbia M|uov] = M{u]ocM|v]
e M(idg] = idpg). Se E & un insieme finito, M(E] é l'insieme di tutte 1[E] = {é@} Z‘letrﬁijr:er?t;i
le strutture di, specie M su E; diremo che E é l’insieme soggiacente ad : ’
una struttura s di M|{E| o anche che quest’ultima é portata da E. Si dira La sua funzione generatrice &
anche, con abuso di linguaggio, che s é un elemento di M.

gen(l;z) =1

Nell’affrontare problemi di conteggio ci si trova di fronte a funzioni f(k) Esempio 2.5
pio 2.

della variabile intera k = 0,1,2, ..., essendo f(k) il numero delle strutture che si L . .
La specie singoletto X & definita come:

vogliono contare su un insieme di k elementi. La maggior parte delle tecniche di

risoluzione riguardano gli f(k) come coefficienti di una serie formale di potenze. X|E| {E} se|E|=1;
Le specie forniscono un’interpretazione categorica di strutture combinatorie e 0 altrimenti.
dunque ci si aspetta che ad esse possano essere associate serie formali di potenze . R
) L A ) j o La funzione generatrice &
in modo che ad operazioni tra serie formali corrispondano analoghe operazioni (X;2)

gen(X;z) =1z

tra specie.
Esempio 2.6

Se E & un insieme finito, si dice permutazione di E ogni biezione da E in
se stesso. La specie S delle permutazioni & definita da:

Definizione 2.3 (funzione generatrice di una specie)
La funzione generatrice della specie M & la serie formale di potenze? definita
da: :
. - T
.z S[E] = insieme delle permutazioni di E.
gen(M;z) = Zakﬂ

k>0 La funzione generatrice della specie § &

dove ay, é il numero di M-strutture su un insieme E di cardinalita k.

k
gen(S;z) = Z k=

Si osservi che la definizione & ben posta in quanto la cardinalitd di M|[E] k>0 k!

dipende solo dalla cardinalita di E. .
Esempio 2.7

Esempio 2.3 La specie L degli ordins lineari & definita da:

La specie uniforme U & definita come: . . N .
LE] = { insieme degli ordini linearisu E se E # §;
)

altrimenti.
U|E} = {E}; . .
La funzione generatrice della specie L &:

la sua funzione generatrice & &

Cr) — 1=

gen(L; z) Z k! R

k k>0
gen(U,a:)—Z:l—'=e=l= . _—
56 k! Osserviamo che le funzioni generatrici delle specie S ed L coincidono; in
altri termini I’insieme S[E] delle permutazioni di un insieme finito E & equipo-
2 Cff. (St 78] o [GJ 83]. tente all’insieme degli ordini lineari su E.




Definizione 2.4 (specie equipotenti)
Due specie M ed N sono dette equipotents se le loro funzioni generatrici
coincidono; in tal caso scriveremo: M = N.

Ricordiamo che un isomorfismo, o trasformazione naturale®, tra le spe-
cie M ed N & un’applicazione che ad ogni insieme finito E associa una bie-
zione rg: M[E] — N[E] in modo che per ogni coppia di insiemi E ed F e per
ogni biezione u: E — F risulti commutativo il seguente diagramma:

M[E] = N[E]

M [u]l lN [u]
M[F] — N[F]
TF
cioéd N{u] o7g = 77 o M{u]. In altri termini due specie M ed N sono iso-
morfe quando per ogni insieme finito E & possibile definire una biezione naturale
tra M[E] ed N[E], cio¢ una biezione che non dipende da un ordine lineare su E.
In generale due specie equipotenti non risultano isomorfe. Ad esempio le specie
equipotenti S ed L non sono isomorfe in quanto per definire una qualunque

biezione tra L(E] ed S[E] & necessario ordinare gli elementi di E. Se M ed N
sono specie isomorfe scriveremo:

M = N.
e={% 1, v0}

‘Pc: L[E] -> S[E]

*
A TR / o})=(l
1

4d é&—m
* e «

00
~

Fig. 2

3 Nella categoria B ogni trasformazione naturale & un isomorfismo funtoriale.

3 Somma e prodotto di specie.

Con la teoria delle specie si ha nella combinatoria enumerativa un muta-
mento di prospettiva analogo a quello che si ebbe in teoria della probabilita
negli anni venti con I'introduzione del concetto di variabsle aleatoria. In realta,
la teoria delle specie nell’affrontare problemi di carattere enumerativo sposta il
punto di vista dall’algebra delle serie formali alla combinatoria degli insiemi. Le
operazioni di somma e prodotto tra specie che rendono conto di costruzioni com-
binatorie sono dunque definite in modo che la funzione generatrice della specie
somma sia uguale alla somma delle funzioni generatrici e la funzione generatrice
della specie prodotto sia uguale al prodotto delle funzioni generatrici.

Definizione 3.1 (somma di specie)
Date due specie M ed N la somma M + N & definita da

(M + N)[E] = M[E| 9 N(E]
dove & denota Ioperazione di unione disgiunta tra insiemi.

E’ immediato provare che gen(M + N; z)b = gen(M;z) + gen(N; z). Pil in
generale: '

Definizione 3.2 (somma di una famiglia sommabile di specie)
Una famiglia di specie (M;)iecr & detta sommabile se per ogni insieme E
esiste solo un numero finito di indici i € I tali che M;[E} # 0. In tal caso

(Z M,-) (E] = |4 M:(E).
i€l ier

Se (M, )nen & una famiglia sommabile di specie, la corrispondente fami-
glia di funzioni generatrici & evidentemente sommabile; anche in questo caso la
funzione generatrice della somma ¢ la somma delle funzioni generatrici.

La definizione seguente & utile per introdurre il prodotto di specie:

Definizione 3.3 (composizione di un insieme E in n blocchi)

Sia E un insieme finito; una composizione di E in n blocchi—o composi-
zione di lunghezza n di E—¢ una n-upla (Ey,..., E,) di sottoinsiemi di E tale
che

UE=EedEnE;=0sei#;
i=1

La composizione di E nei blocchi E,, ..., E,, sara denotata con E = E; +.. A+ E,.



Il numero delle composizioni di E in n blocchi tali che |E;| = k; per i €

_ _1E|t

{1,...,n} &, come noto, (kl‘lﬂkn) = R

Definizione 3.4 (prodotto di due specie)
Date due specie qualsiasi M ed N il prodotto M N é definito da

(MN)(E]= [ M[E]x N[E,]
Ei+E)=E
dove x denota il prodotto cartesiano tra insiemi.

In altri termini si ha
(MN)[E| = {(E = E, + Ez,s,t):s € M[E|| At € N[(Ez]}.

Come per la somma, cosi per il prodotto esiste una relazione diretta tra
I’operazione sulle specie e la corrispondente sulle serie.

Proposizione 3.1
Se M ed N sono due specie allora

gen(MN; z) = gen(M; z) gen(N; z).

. o
dim Siano gen(M;z) = Y ak% e gen(N;z) = ) be%y, E un insieme
k>0 k20

di cardinalita n, ed £ = E; + F; una composizione di E tale che |E;| = k;
allora |M[E ] x N{E;]| = |M(E,||N[E:z]| = axbn—k. Quindi

IMN(E]|=| [¢ MI[E\]|x N(E,]

E,+E;=F

= Y MEIxNE|=Y Y ME] x NE =

= k=0 E1+E3=FE
Ert+E)=E 1y l=k

n n)
= Z akb,,_k.l
k=0 (k

Esempio 3.1

Si voglia calcolare il numero di permutazioni senza punti fissi di un insieme
finito. Siano rispettivamente S e Sy le specie delle permutazioni e delle per-
mutazioni senza punti fissi. Come noto, ogni permutazione su un insieme E
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puo essere scomposta in cicli di lunghezza almeno due e in punti fissi. Per-
tanto, ogni permutazione su E ¢ formata da una permutazione senza punti fissi
di un sottoinsieme £, di E e da un insieme E, = E \ E; di punti fissi; vi-
ceversa, ogni coppia di questo tipo individua una permutazione. Vale quindi
'identita: S = SoU, dove U & la specie uniforme. La funzione generatrice della

specie S & gen(S;z) = Y k!fc—‘; = 11, quella della specie U & gen(U;z) = e=;
k>0

. . . N -3z . . -
dunque la funzione generatrice di Sp & gen(So;z) = 1=, dal cui sviluppo in
serie si ottiene il numero di permutazioni senza punti fissi.

Esempio 3.2
Si consideri una specie M e se ne voglia calcolare il prodotto con la specie
I, per ogni insieme E vale:
(IM)[E] = L—ij 1[E\] x M{E;] = 1[0] x M[E] = {0} x M[E) = M[E).
E\+Es=E

Quindi la specie I risulta, a meno di isomorfismi, l’unita rispetto al prodotto.

La nozione di prodotto tra due specie pud essere estesa facilmente al pro-
dotto tra pil specie; anche in questo caso la funzione generatrice del prodotto
¢ il prodotto delle funzioni generatrici.

Esempio 3.3
Si vuole calcolare il prodotto della specie singoletto X per se stessa n volte,
denotato per brevita con X":

X"(E] = L-ﬂ X[E\] x...x X(E,);
E\+..+E.=E

tutte le composizioni in cui compare un E; che non sia un singoletto danno
luogo all’insieme vuoto; pertanto se |E| # n allora X"(E] = 0. Dunque:

9 se |[E|#n

X"[E] = {L[E] altrimenti,

dove L[E] denota I'insieme degli ordini lineari su E.

Esempio 3.4
Sia L la specie degli ordini lineari; allora:

L=1+X+X2+...=1—.

Definizione 3.5 (specie delta)
Una specie M si dice delta se M[0] = 0.

11



Se M e una specie delta, la specie I+ M coincide con M sugli insiemi non
vuoti, ed ha una sola struttura sull’insieme vuoto.

Si osservi che ad una composizione E = E, +...+ E,, pud essere associata
la funzione f: E — {1,...,n} tale che f(z) = j se e solo se z € Ej, e viceversa.
Ogni funzione f: E — {1,...,n} determina la composizione E = f~!(1) +...+
f7H(n).

Definizione 3.8 (partizione)
Dato un insieme non vuoto E, una partizione m di E é una famiglia di

sottoinsiemi non vuoti e disgiunti di E taleche |J B = E.
Bern

Si osservi che le partizioni di un insieme si differenziano dalle composizioni
in quanto una partizione non & un insieme ordinato e non ha blocchi vuoti.

Definizione 3.7 (nucleo di una funzione)

Dati due insiemi E ed S e una funzione f:E — S, si dice nucleo di f
il quoziente di E rispetto alla relazione F = {(z,y) € EX E | f(z) = f(¥)}
indotta da f su E. Gli elementi del nucleo vengono detti fibre della funzione.

Data una funzione f:E — S e fissato un ordinamento su S, l'ordina-
mento indotto sul nucleo determina univocamente una composizione su £ di
lunghezza |S|.

Si consideri la specie (1 + M)™, con M specie delta:

(1+ M)*E] = M @+ M)E]x...x (1+M)[E,].
Ei1+...+Es=E

Una (I + M)™-struttura si ottiene quindi considerando una composizione di E
in n blocchi e costruendo su ognuno di essi una M-struttura; cid equivale ad
‘arricchire’ il nucleo di una funzione f: E — {1,...,n} con una M +1 struttura;
pil in generale & possibile introdurre la seguente nozione:

Definizione 3.8 (specie delle funzioni M-arricchite a valori in S)

Data una specie delta M e due insiemi finiti E ed S, una funzione M-
arricchita da E ¢n S, & una funzione f: E — S, sulle cui fibre é assegnata una 1+
M-struttura. La specie delle funzioni M-arricchite a valori in S, denotata
con (1+ M)S ¢é la specie che associa ad ogni E linsieme delle funzioni M-
arricchite da E in S.

In altri termini per ogni funzione f : E — S si considera la partizione
in fibre indotta su E e su ogni suo blocco si costruisce una I + M-struttura:

12

ogni (I + M)%-struttura si deve pensare come una coppia funzione-nucleo ar-
ricchito.

Se I'insieme S & ordinato, allora le specie (1+ M) e (1+
M)!5! sono isomorfe (1+M)S = (1+ M)!S!, altrimenti le due
specie sono equipotenti (1 + M)S = (1 + M)!S!,

Esempio 3.5

Sia S un insieme finito; osserviamo che US[E] & I'insieme delle funzioni da E
in S. Poiche la specie US & equipotente alla specie U!S!, si ha: gen(US,z) =
gen(U'S!, z) da cui Pidentita:

sI= Y (h +.|.L.1|+ k|s|)'

k1+...+k|s|=|El

Esempio 3.6
La specie (I + X)™ rappresenta le funzioni X-arricchite a valori in [n] =
{0,...,n — 1}, cio le funzioni monomorfe (o iniettive) a valori in [r]. La fun-

zione generatrice &
gen((1+ X)™;z) = (gen(1 + X;z))* = (gen(1; z) + gen(X; z))® = (1+z)"™.

Sviluppando in serie si ottiene:

gen((1+X)*;z) = i <n>zk = z": —Lﬁ
! = k = (n— k) k!

Esempio 3.7 )

Si voglia calcolare il numero di disposizioni su [n], ciog il numero di fun-
zioni f : E — [n] arricchite con ordini lineari. La specie L degli ordini lineari
¢ della forma 14 La, con L specie delta. Per risolvere il problema posto &
sufficiente valutare la funzione generatrice della specie (1 + La)™:

1-z

gen((1+ La)™;z) = (gen(1+ La;z))"* = ( 1 )" = Z <n>xk =

=Zﬁ(n+l)...(n+k—1)%,
k>0 :

dove <:> denota il coefficiente di Comtet, uguale al numero di multinsiemi di k
elementi costruibili su insiemi di n elementi.

13



4 La composizione di specie.

Ogni funzione generatrice pud essere composta con un’altra che abbia ter-
mine costante nullo. Le nozioni introdotte nel seguito permetteranno di definire
la composizione R(M) di due specie R ed M di cui M delta, in modo tale che
si abbia: gen(R(M); z) = gen(R; gen(M; z)).

Definizione 4.1 (assemblea)

Sia M una specie delta. Una assemblea di tipo M (o M-assemblea) su un
insieme E non vuoto é una coppia (m; T), dove w & una partizionedi E e T é una
funzione che associa ad ogni B € m una M-struttura su B. L’unica M-assemblea
costruibile sull’insieme vuoto é ’insieme vuoto stesso.

La specie delle M-assemblee, denotata con exp{(M), associa ad ogni in-
sieme E in ob(B) linsieme di tutte le assemblee di tipo M su E.

Si noti che la specie exp(M) in ogni caso non & una specie delta,
poiché exp(M)[0] = {0} = 1.

Esempio 4.1

Una foresta & un’assemblea di alberi.

La specie delle X-assemblee & la specie uniforme U (infatti per ogni in-
sieme F, I'unica X-assemblea si ottiene considerando la partizione in singoletti).

Ogni permutazione & un’assemblea di permutazioni circolari: cio& exp(C) =
S. Se |E| = n si ha |C[E]| = (n — 1)!; pertanto

gen(Ciz) = Z (k — 1)!—lf = — =log

Si osservi che e?en(Ciz) = gen(S;z), relazione valida in generale, come sara
provato successivamente, tra la funzione generatrice di una specie M e quella
della specie delle M-assemblee.

Detta Uironc la specie:

{0 se E =0,
Utrone| E] = { U[E] altrimenti,

dove U & la specie uniforme, & possibile verificare che P’insieme delle Uy, one-
assemblée coincide con 'insieme delle partizioni.

14
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Definizione 4.2 (potenze divise)

Data una specie delta M ed un intero positivo n, I’ n-esima potenza divisa
di M, 4,(M), & la specie che associa ad ogni insieme finito E I'insieme di tutte
le M-assemblee su E costruite su partizioni di cardinalita n.

Si osservi che, in base alla definizione precedente, la specie delle M-
assemblee & la somma di tutte le potenze divise; cioé

exp(M) = ) ¥a(M).

n>0
Proposizione 4.1
Vale la seguente relazione:
_ gen(M,z)"

gen(v, (M), z) o

dim Dalla definizione di prodotto e dal fatto che M & una specie delta si
ottiene:
M"[E] = I MIE]x...x ME,].

Poiché ogni partizione 7 di F in n blocchi ammette n! ordinamenti si ha:

_gen(M™;z)  gen(M;z)"

gen(v,(M); z) o ol

Come conseguenza immediata si ottiene il seguente:

Corollario 4.2
Per ogni specie M vale:

gen(exp(M); z) = egen(Miz),

Esempio 4.2

Ogni albero con radice (o arborescenza) pud essere visto come una cop-
pia (r,t), dove r & la radice e t & un’assemblea di alberi con radice (vedi figura 3).
Dal momento che la specie A delle arborescenze & una specie delta otte-
niamo:
A = Xexp(A);

15
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Fig. 3
da cui la seguente relazione tra le funzioni generatrici:
gen(A;z) = zetonlA=),

Esempio 4.3

Data una specie delta M, ed un insieme finito S, la specie delle funzioni M-
riluttanti a valors in S—in simboli exp(M)°—¢ la specie delle funzioni a valori
in S arricchite di M-assemblee. Una funzione da E in S induce una partizione

di E; ogni blocco di essa viene arricchito con una M-assemblea. La funzione
generatrice é:

gen(exp(M)5; z) = elSloeniMiz)

Se M & la specie singoletto X allora exp(X)® = US & la specie delle funzioni a
valori in S [MR 70].

Esempio 4.4

Si vuole calcolare il numero B,, (numero di Bell) di relazioni di equivalenza
su un insieme di cardinalitd n. E’ noto che ogni relazione di equivalenza su
un insieme § definisce una partizione di S e viceversa; pertanto per risolvere
il problema & sufficiente calcolare la funzione generatrice della specie IT delle

partizioni. Osservando che una partizione & una assemblea di insiemi non vuoti
si ottiene (esempio 4.1):

k

TT- — pven(Usiz) _ ef—l _ z

gen({Il;z) = tT) = ¢ —E Bk—k!.
k>0

Grazie alle precedenti definizioni, & possibile ora introdurre il concetto di
composizione funzionale di specie:

Definizione 4.3 (composizione funzionale di specie)
Data una specie qualsiasi R ed una specie delta M, la composizione fun-
zionale di R ed M ¢é la specie R(M) definita da:

R(M)[E] ={(r,a):a € exp(M}[E]| At € R[a]}.

In altre parole R(M)|E] & I'insieme di tutte le R-strutture costruite sulle M-
assemblee su E.

Esempio 4.5

Se G & la specie dei grafi, la specie i cui elementi sono grafi di strutture M—
con M specie delta—¢ la specie G(M). La specie i cui elementi sono un insieme
di arborescenze con una permutazione circolare sulle radici ¢ la specie C'(A4)
delle foreste C-arricchite.

Esempio 4.6
Sia P la specie degli insiemi parzialmente ordinati e @ quella degli insiemi
quasi ordinati*. Vale |'uguaglianza tra specie:

Q(X) = P(Uirone) = Plexp(X) — 1).

Proposizione 4.3
Date due specie R ed M con M delta, si ha:

gen(R(M); z) = gen(R; gen{M; z)).

R[E] se|E|=n
0

dim Per ogni n > 0, sia R,[E] = { ltrimenti:

allora si ha:
R(M) = 3 Ra(M).
n20
Detto r, il numero di oggetti ottenuti applicando R ad insiemi di cardinalita n,
poiché ogni R,(M)-struttura & una assemblea di n membri munita di una R-
struttura, si ha:

gen(M;z)*

gen(R,(M);z) = rpgen(va(M);z) =1 "

4 Un insieme si dice quasi ordinato se & munito di un preordine, cioé di una
relazione < riflessiva e transitiva. In modo canonico da un preordine su E
si ottiene una relazione di equivalenza ~4f {{z,y) |z ZyAy<z}suFEela
relazione < indotta da < sul quoziente & un ordine parziale.
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da cui
gen(M;z)*

gen(R(M);z) = Zrk o

k>0

=gen(R;gen(M;z))=

Gli ultimi passaggi si fondano sulle seguenti osserva-
zioni. La‘famiglia infinita di specie (R,(M))nen € somma-
bile perché su ogni insieme E si possono costruire partizioni
con al pit |E| parti, e percié per ogni E solo le prime |E|
specie della famiglia sono tali che R,(M)|E] # 0. Dunque
risulta sommabile anche la corrispondente famiglia di serie di
Hurwitz, e la funzione generatrice della somma coincide con
la somma delle funzioni generatrici.

Definizione 4.4 (alberi R-arricchiti con radice)

Una arborescenza R-arricchita & una arborescenza in cui ad ogni vertice
é associata una R struttura sui suoi successori immediati—in particolare alle
foglie é associato un elemento di R[0]. La specie delle arborescenze R-arricchite
viene denotata con Ag, ed é—come A—una specie delta.

Esempio 4.7
Ogni arborescenza R-arricchita si compone di un elemento r € E, la radice,
e da una Ag-assemblea su E \ {r}. Quindi vale 'equazione tra specie:

AR = XR(AR).

Come caso particolare le arborescenze U-arricchite coincidono con le arbore-
scenze, quindi A = Ay e Pequazione precedente si riduce alla nota equazione
dell’esempio 4.2:

A = XU(A) = Xexp(X)(A4) = Xexp(A).

Fig. 4
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Esempio 4.8

Per risolvere il problema delle parentesizzazioni di Schroeder, si osserva che
ogni parentesizzazione &-un albero con radice in cui ad ogni nodo & associato un
ordine lineare sui successori immediati. Percid la specie delle parentesizzazioni
di Schroeder & la specie Ay degli alberi L-arricchiti. Poiché

1
L=—
1-X
I’equazione dell’esempio precedente diviene
1
Apr = XL(AL)=X
L (Ar) AL

da cui A (1 — Ar) = X ed infine vale ’equazione di Schroeder per le parente-
sizzazioni:

AL = A% + X.
Esempio 4.9

Sia R una specie qualsiasi e X la specie singoletto; & immediato verifi-
care R(X) = R.

Sara ora introdotta la specie delle endofunzioni, e se ne esamineranno i
legami con altre specie studiate in precedenza.

Definizione 4.5 (specie delle endofunzioni)
La specie D delle endofunzioni é definita da:

D[E| ={f| f & una funzione da F in E}.

La funzione generatrice della specie D &:

k
gen(Diz) =1+ Z kk%.
E>1
Definizione 4.6 (endofunzioni coniugate)
Date due endofunzioni ¢ e i su uno stesso insieme E, diciamo che ¢
e 1 sono coniugate se esiste una permutazione o di E tale che ¢ = apo~1.
Un punto z € E si dice transiente per la endofunzione ¢ su E se per ogni
intero n > 1 risulta p™(z) # z; un punto = non transiente é detto periodico;
un punto z é fisso se p(z) = z. Un ciclo di una endofunzione v su E & una
successione
z,0(z),...,0"(z)
di punti di E tale che ¢*(z) # z per0 < k <n e p™(z) =
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Definizione 4.7 (grafo di una endofunzione)
Il grafo orientato di una endofunzione ¢ su un insieme E, & il grafo - :e ha
come vertici gli elementi di E e come lati le coppie (z,(z)) con z € E.

Poiché consideriamo solo insiemi finiti, almeno un punto della succes-
sione z,p(z),p(p(z)),... & periodico. Il primo di tali punti verra denotato
con v(z); si osservi che tale punto appartiene ad un ciclo della endofunzione.
Indicheremo con ~,, la relazione di equivalenza indotta su E dalla endofun-
zione v. Le componenti connesse del grafo orientato di ¢ sono circuiti i cui
vertici sono radici di arborescenze. [ vertici di ognuna di tali arborescenze
costituiscono una classe di equivalenza definita dalla relazione ~.,.

13 /

@
3 £ 6 1 9
I >5A/. 2 1
3 10
10 ‘\8“\' 4 12
11 s 3
6 s
7 2
pan s 5 ;
: 10 5
9‘ > 7 1 s
v(4)=9 12 9
20¢—e ¢ 13 3

Fig. 5

Pertanto D = ezp(C(A)) e, essendo ezp(C(X)) = S si ha:
D = exp(C(A)) = S(A).

Esempio 4.10

Un albero con una coppia (¢,¢) di punti fissati (fig. 6) verra chiamato
veértebrato; i punti ¢ e ¢ saranno rispettivamente detti testa e coda. 1 vertici che
si trovano sull’unico cammino tra ¢ e ¢ sono detti vertebre e tale cammino & la
colonna vertebrale che costituisce un ordine lineare di vertebre.

Per ogni vertice z del vertebrato denotiamo con v(z) la vertebra piil vicina

a r. Allora ad ogni vertebra w & collegata I’arborescenza dei vertici z tali
che v(z) = w. Percid i vertebrati sono ordini lineari di arborescenze, cioe:

V = L(A).
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Fig. 6

Poiché le specie L degli ordini lineari ed S delle permutazioni sono equipotenti,

si ha:

Dalla funzione generatrice della specie D si ricava il numero v, di vertebrati su
un insieme di k& elementi;

_{Ic’c sek>0
Ve =
1 sek=0

Sia aj il numero di arborescenze su un insieme di k elementi; il numero dei
vertebrati su tale insieme & vy = kax. Per k > 0 si ottiene la nota formula di
Cayley:

ay = kk—l.

5 Il calcolo differenziale delle specie.

In questa sezione vengono presentati il concetto di derivazione di specie
e le sue principali proprietd. Questo permettera di dare una dimostrazione
combinatoria della formula di inversione di Lagrange.

Definizione 5.1 (derivata di una specie)
Se M & una specie qualsiasi, la derivata di M é& la specie M' definita da

M'[E] = M[E's {+}]

dove ‘4’ é un qualsiasi prefissato elemento dell’universo.
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Proposizione 5.1
Per ogni specie M vale

gen(M';z) = Ed;gen(M;z).

Esempio 5.1

Sia L ¢ la specie degli ordini lineari. Una struttura / di L'[E] & un ordine
lineare sull’insieme E W {*}. Indichiamo con E, il sottoinsieme di E costituito
da tutti gli elementi minori di * nell'ordine ! e con Ej il sottoinsieme di quelli
maggiori. Se !} e [ sono gli ordini lineari indotti da I rispettivamente su E,
ed E2, la biezione che ad ogni | € L’[E] associa I’elemento (E; + E; = E, li,l2) €
LL[E| definisce un isomorfismo tra L' e LL, cioé:

L'=LL.

Esempio 5.2

La derivata della specie delle permutazioni circolari & la specie degli ordini
lineari.

Per le derivate di specie valgono proprietd formalmente analoghe a quelle
delle derivate di funzioni a valori reali, di immediata dimostrazione:

Proposizione 5.2
Siano M ed N due specie qualsiasi, e sia R una specie delta. Valgono le
seguenti identita:
- (M+N)Y=M +N'
- (MN)Y =M'N+MN'
- M(R)=M'(R)R'

Definizione 5.2 (specie puntata)
Data una specie M, la specie puntata M* associata ad M & definita per
ogni insieme E da:
M*(E] = E x M[E|.

La seguente proposizione mostra una immediata relazione tra le specie
puntate e le derivate di specie.

Proposizione 5.3
Sia X la specie singoletto, allora per ogni specie M si ha:

M*(X) = XM'(X).
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Esempio 5.3

Una contrazione ¢ una endofunzione con un solo elemento periodico (che
quindi & anche un punto fisso). E’ facile verificare che il grafo di una contra-
zione € una arborescenza con un cappio sulla radice. Pertanto le specie A delle
arborescenze e K delle contrazioni risultano essere isomorfe; cioé A = K. Si
vogliano ora trovare, fissata una specie R, identitad che coinvolgono la specie Ag
delle arborescenze R-arricchite e la specie K delle contrazioni R-arricchite. Da
un’arborescenzat si ottiene un’arborescenza R-arricchita definendo per ogni ver-
tice v di t una R-struttura sull’insieme dei figli di v. L’arborescenza R-arricchita
& costituita quindi dalla radice e da un’assemblea di arborescenze R-arricchite

le cui radici sono collegate da una R-struttura. Pertanto:
Ar = XR(AR).

Data una enfodunzione ¢, per ottenere una endofunzione R-arricchita &
necessario definire una R-struttura su ogni fibra. Nel caso in cui ¢ sia una
contrazione, i figli di un vertice v del grafo che la rappresenta costituiscono
la fibra p~!(v), tranne la fibra della radice che contiene, oltre ai figli, la ra-
dice stessa. La contrazione R-arricchita sara quindi costituita dalla radice r,
da un’assemblea di arborescenze R-arricchite su E \ {r} e da una R-struttura
sull’insieme delle radici. Pertanto:

KRZXR'(AR).
e r o
o~
Fig. 7

E’ inoltre facile convincersi che le endofunzioni R-arricchite sono permuta-
zioni di contrazioni R-arricchite (si veda la figura 8):

S(Kg) = Dg.
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Fig. 8

Esempio 5.4

Dato un grafo, un suo vertice si dice part se il numero di lati incidenti &
pari; il grafo & detto pari se ogni suo vertice & pari. E’ facile verificare che il
numero di vertici non pari in un generico grafo & sempre pari. Pertanto da ogni
grafo & possibile ottenere un grafo pari aggiungendo un vertice ‘+’ e connettendo
tale vertice con ogni vertice non pari. Si pud quindi concludere che ogni grafo
costruito su un insieme E di vertici corrisponde ad un grafo pari costituito
sull’insieme E U {+}, cioé la specie dei grafi & la derivata della specie dei grafi
pari.

Esempio 5.5

Un grafo & doppiamente connesso se per ogni coppia (a,b) di vertici e per
ogni lato /, esiste un cammino di estremi a e b che non passa per I. Sia G la specie
dei grafi, G; quella dei grafi connessi e G, quella dei grafi doppiamente connessi.
E’ immediato verificare che ogni grafo & una assemblea di grafi connessi, ciot G =
exp(Go).

Si considerino ora le corrispondenti specie puntate.

Sia g un grafo connesso puntato. Indichiamo con H la componente dop-
piamente connessa contenente la radice di g e con ¢ ’endofunzione che ad ogni
vertice v di g associa il vertice di H “piu vicino” a v. Il grafo g pud allora vedersi
come un’assemblea di X exp (G¢)-strutture su ogni fibra di € e una G2 -struttura
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Fig. 9

sull’insieme delle fibre. Dunque (fig. 9):
G? = GZ, (Xexp(G7)).
6 La formula di inversione di Lagrange.
Assegnata una serie formale di potenze
r(z) =riz+ryz®+... conry #0 .
esiste un’unica serie formale di potenze
v(z) =viz+ vz +... conwvy #0
tale che si abbia
r(v(z)) = v(r(c)) = =.
La formula dt inversione di Lagrange:

1 . .
(*) Cn = — X coefficiente di z*~! in ¢'(z)r(z)"

da il coefficiente ¢,, del termine di grado n di g(v(z)) dove ¢g & una funzione
arbitraria di v(z), e v(z) soddisfa ’equazione:

v(z) = zr(v(z)),

in altri termini v(z) & I'inversa della serie %=
Una dimostrazione della (*) si basa sulle proprieta del residuo di serie di
Laurent. Le serie di Laurent

1 1
f(:c):a._n—z—n+a_n+1zn—_7+...+a—1;+ao+alz+~--
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costituiscono il campo dei quozienti dell’anello delle serie formali di potenze.
Osserviamo esplicitamente che in una serie di Laurent & finito il numero dei
coefficienti di grado negativo.

~ Sidice residuo di una serie di Laurent il coefficiente del termine di grado —1.
Il residuo di Res(f(z)) della serie f(z) verifica proprieta analoghe a quelle del-
I’integrale, infatti si ha:

1) Res(f(v(t))v'(t)) = Res (f(z))

2) Res(f'(z))=0

3) Res(f(z)¢'(z)) = —Res(f'(z)g(z)). Per dimostrare la (*) basta osservare

che ¢, = Res (fz'f,fln) ed effettuando il cambiamento di parametro z =

% si ottiene:

re (103 (1)) - om (£252)

1
=X coefficiente di t™~1 in f’ () r™ (t).
6.1 Dimostrazione combinatoria della formula di inversione di Lagrange

Teorema (Inversione di Lagrange)

Siano R ed F due specie e sia Ag la specie delle arborescenze R-arricchite.
Per ognin > 1 si ha:

F(Ag)[[n]] = F'R[[n - 1]].

dim Dall’equazione A = XR(Ag), derivando e ricordando che per la

specie Kp delle contrazioni R-arricchite vale I’equazione Kr = XR'(Ag), si
ottiene:

(1) Al = R(AR) + XR'(AR) AR = R(Ag) + Kp Al =

= R(Ar) + Kr(R(ARr) + KrA%R)
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iterando la sostituzione AR = R(AR) + Kr A%, si ha:

; 1
"=R(Ar)(1+ Kr+ K% +...) = R(Ap)
1-Kgp
Per quanto Visto y-i— = L(Kp) = S(Kg) = Dr, quindi 4 =

R(AR)DR, e

(F(AR)) = F'(AR) A%, = F' (Ar) R (ARr) Dr
Per concludere la dimostrazione & sufficiente provare il seguente lemma
della suddivisione, dovuto a G. Labelle [La 82]:

Lemma 6.1 (della suddivisione)

Sia G una specie qualunque. Una struttura di specie G(Ar)Dg su un
insieme E é equivalente ad una composizione E = E, + E5 in cui il primo
blocco E, & munito di una G-struttura + e il secondo blocco E; é munito di
una funzione R-arricchita \: E5 — FE.

dim Una struttura di specie G(Ar)Dg su E & costituita da una G(Ag)-
struttura g su F} e da una Dg-struttura f su Fy, con Fy+F5 = E. Lastrutturag
& una foresta di arborescenze R- arricchita il cui insieme di radici F; & munito
di una G-struttura . Detto E, = E \ E|, la foresta di arborescenze forma
insieme alla endofunzione f la funzione R-arricchita A: Ey — E.

Viceversa una composizione E; + F2 = E con una G-struttura v su E; ed
una funzione R-arricchita A: Eo — E si ottiene F} come E; unito all’insieme
dei punti di E che A definitivamente trasforma in punti di E,, ed Fz & E \ F}
(si veda la figura 10). =

.:'. Fl\ Q::E
M.

Fig. 10
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Per calcolare la cardinalita di (G(ARr)Dg) [r] si noti che nel caso in cui E

&€ 'ordinale n, le funzioni R-arricchite di E, in E coincidono con le funzioni R-
arricchite di E; in n, e quindi

(G(Ar) Dr)[n] = (GR")|n]

Riprendendo le precedenti eguaglianze si ottiene:

F(Ag)[Inl] = (F (4r))'[[n — 1)] = F' (4r) R(AR) Dr|[[n — 1]] =

= F'(Ar) R(Ag) Dr [[n — 1]] = (F'R) (Ar) Dr ([n - 1] =

per il lemma visto

=(F'R)R* ' ([n-1)] = F'R*[[n — 1))
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